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1 Einfiihrung

Um die Arbeitsweise von Computern von Grund auf zu verstehen, ist es hilfreich, zu wissen, wie die
elementaren Bausteine der Prozessoren aufgebaut sind, und wie sie zu komplexeren Einheiten mit
komplexeren Funktionen zusammengeschaltet werden. Dabei hilft auch, den Entwicklungsprozess
von komplexen Schaltungen zu betrachten, um sich zu iiberzeugen, dass das kein Hexenwerk ist,
sondern relativ einfachen Vorgehensweisen folgt.

In diesem Miniskript werden daher zunichst die einfachsten Schaltelemente, die Gatter eingefiihrt,
und dann gezeigt, wie man die Gatter zu komplexeren Schaltungen, sog. Schaltnetzen, zusammen-
setzt. Die Methodik wird am Beispiel eines Addierwerks eingefiihrt. Hat man das verstanden, kann
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man leicht andere Schaltnetze selbst entwickeln. Schaltnetze konnen Berechnungen durchfiihren, aber
keine Informationen speichern. Dazu braucht man andere Techniken, die in anderen Miniskripten be-
handelt werden.

2 Gatter

Auf der untersten Ebene arbeiten Computer mit einzelnen Bits. Bits stellen die Booleschen Werte 0
und 1 dar. Die Operationen auf diesen Bits werden daher durch Boolesche Funktionen beschrieben.
Die Theorie dahinter ist die Theorie der Booleschen Algebra. In dieser Theorie betrachtet man ein-
und mehrstellige Boolesche Funktionen. Unter den einstelligen Booleschen Funktionen ist die Nega-
tionsfunktion —x die einzig interessante. Sie kann durch folgende Wertetabelle beschrieben werden:

-X

— OoOlR
O =

Offensichtlich dreht sie die Bits gerade um.

In technischen Schaltungen wird hierzu das folgende Symbol verwendet.

x~[><kﬁx

Es stellt ein sog. Negationsgatter dar. Das ist ein Schaltelement mit einem Eingang und einem Aus-
gang. Das Gatter wandelt eine 1 am Eingang in eine 0 am Ausgang um, und umgekehrt. Auf Hardwa-
reebene wird die 0 als 0 Volt Spannung realisiert, und die 1 als eine hohere Spannung, z.B. als 5 Volt
(meist aber weniger). Fiir das Verstdndnis der Schaltungen ist diese Hardwareebene aber zunéchst
nicht wichtig.

Aus der Theorie der Booleschen Algebra folgt, dass es insgesamt 16 2-stellige Boolesche Funktionen
gibt, wovon aber nur wenige, ndmlich die funktional vollstindigen gebraucht werden. Dabei heil3t eine
Menge von Booleschen Funktionen funktional vollstindig, wenn man alle andere Booleschen Funk-
tionen mit Hilfe dieser Funktionen definieren kann. Ein funktional vollstindige Menge ist die Menge
bestehend aus der Negationsfunktion, sowie und und oder. Sie werden durch folgende Wertetabellen
spezifiziert:

r y|xundy |z odery
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
11 1 1

In der Literatur findet man sehr unterschiedliche Symbole fiir und und oder



Funktion H technisch ‘ logisch ‘ Programme ‘ Bedeutung
und H . ‘ A ‘ & logisches und

oder + Y | logisches oder

Da es in diesem Miniskript um technische Themen geht, benutzen wir im folgenden auch die techni-
sche Notation, d.h. . steht fiir und und + steht fiir oder.

Technisch realisiert werden diese Funktionen durch und-Gatter und oder-Gatter. Beide sind Schalt-
kreise mit zwei Eingdngen und einem Ausgang. Die Gatter verarbeiten die Bits an den Eingidngen
entsprechend der obigen Wertetabelle.

Folgende Symbole werden dafiir benutzt:

und-Gatter oder-Gatter

Y Y
.Y T +y
o D

Aus der Theorie der Booleschen Algebra folgt, dass man sogar mit noch weniger Booleschen Funk-
tionen auskommen kann: entweder mit dem negierten und (NAND), oder dem negierten oder (NOR):

xr y|xnandy |x nory
0 0 1 1
0 1 1 0
1 0 1 0
11 0 0

Jeweils eine von den beiden Funktionen geniigt, um alle anderen Booleschen Funktionen damit zu
definieren. Sie sind minimal funktional vollstindig. Die technischen Symbole dazu sehen folgender-
malen aus:

nand-Gatter nor-Gatter

x x
x nand y xnory

Der kleine Kreis am rechten Ende des Symbols deutet die Negation an.

3 Schaltnetze

Einzelne Gatter kann man nun zu Schaltnetzen zusammenbauen, indem man die Ausgangsleitungen
von Gattern mit den Eingangsleitungen von weiteren Gattern verbindet. Damit kann man komplexere
Booleschen Funktionen realisieren.



3.1 Halbaddierer

Wir illustrieren die Vorgehensweise zunédchst am Beispiel des Halbaddierers. Dieser addiert zwei Bits
und erzeugt ein Ergebnisbit E und einem Ubertragsbit U. Z.B. 1 + 1 = 2 (+ ist jetzt die Addition) ist
in Binirdarstellung: 1 4+ 1 = 10. Man braucht hierfiir also eine 1 als Ubertrag.

Wir mochten also eine ,,Kiste” bauen, mit zwei Eingédngen, x und y, sowie zwei Ausgéingen E(x,y)
und U(z,y):

Yy —— ——— E(z,y)
HA

U(z,y)

Die Wertetabelle dazu ist:

_——O0 O
— O = OI<
O = = Olm
- o o o

Diese Wertetabelle spezifiziert die zwei Booleschen Funktionen E(x,y) und U(x,y). Um die Boo-
leschen Terme dafiir zu finden, iiberpriift man in den entsprechenden Spalten, wann die Funktion 1
wird.

E wird genau dann 1 wenn z = O und y = 1 oder wenn z = 1 und y = 0 ist. Daraus lisst sich der
Boolesche Term ableiten:

E(z,y) = (mry) + (2.7y)
U wird genau dann 1 wenn z = 1 und y = 1 ist. Daraus lésst sich der Boolesche Term ableiten:

Uz,y) = (v.y).

Der Boolesche Term besteht also aus und-Termen, oder-Termen und Negationstermen. Diese lassen
sich als und-, oder- und Negationsgatter realisieren. Bevor man die Umsetzung in ein Schaltnetz an-
geht, ist es hilfreich, die Terme so umzubauen, dass moglichst wenig verschiedene Terme auftauchen.
Dann braucht man spiter auch weniger Gatter. Der Boolesche Term fiir F(z,y), so wie der dasteht,
braucht zwei Negationen, zwei und-Verkniipfungen und eine oder-Verkniipfung. Dazu kommt noch
eine weiterer und-Verkniipfung fiir den Ubertrag U (z, ).

Folgende Umformungen ergeben eine Booleschen Term mit weniger Verkniipfungen:



E(z,y) = (ma.y) + (z.7y)
=(-x+z).(~x+-y).(y+x).(y+-y) (Ausmulitiplizieren)
= (- + w).(y + x) (" X+X)=11X=X)
==(z.y).(z+y) (Negation ausklammern)

Jetzt enthalten sowohl U(z, y) als auch F(z,y) den Term (x.y), der, obwohl er zweimal vorkommt,
durch ein einziges Gatter realisiert werden kann. Das Schaltnetz, welches sich daraus ergibt, sieht
dann folgendermal3en aus:

r —
y D—x—i—y E(z,y)

Y ~(z.y)

3.2 Volladdierer

Ein Halbaddierer addiert zwei Bits und erzeugt ein Ergebnisbit £ und ein Ubertragsbit U. Um die-
sen Ubertrag weiter zu verarbeiten, braucht man einen Volladdierer, der zwei Bits x und y und ein
Ubertragsbit z addiert. Die Ausgabe ist wiederum ein Ergebnisbit F(z,y, z) und ein Ubertragsbit
U(z,y, 2).

r—— — E(z,y,2)
Yy —— VA
Z— — U(z,y, 2)
Die Wertetabelle dafiir ist

xy z|E U

0 0 00 O

0O 0 11 O

0O 1 o1 O

0O 1 110 1

1 0 Oj1 O

1 0 110 1

1 1 00 1

1 1 11 1

o))



Um den Booleschen Term fiir £ zu finden, iiberpriifen wir alle Eintrdge in der E-Spalte, wo 1 steht,
und erzeugen aus jedem zugehorigen x, y, z-Tripel einen Booleschen Term. Wenn an der x-Position
eine 1 steht wird daraus =, wenn dort O steht, wird daraus —z. E wird in insgesamt 4 Féllen zu 1.
Daraus ergibt sich:

E(x,y,2) = (mz.—wy.2) + (mx.y.—z2) + (x.-y.—2) + (2.9.2)

U wird auch in insgesamt 4 Fillen zu 1. Daraus ergibt sich:

Ulz,y,z) = (mx.y.2) + (x.0y.2) + (x.y.0z2) + (2.y.2)

Diese Terme muss man noch so umformen, dass moglichst wenige Boolesche Verkniipfungen, und
damit auch moglichst wenig Gatter gebraucht werden.

Ulz,y,z) = (—z.y.2) + (r.7y.2) + (x.y.—2) + (x.y.2)
= (—z.y.2) + (z.7y.2) + (z.y).(mz + 2) Ausklammern
= (~ry.2) + (z.7y.2) + (2.y) (mz+2)=1
=z.((mz.y) + (x.7y)) + (z.y) Ausklammern

Fiir den £/-Term bietet es sich jetzt auch an, so auszuklammern, dass Terme mit = und y iibrig bleiben.

E(z,y,2) = (~w.my.2) + (02.y.02) + (2.7y.702) + (2.9.2)
=z2.((~z.~y) + (z.y)) + ~2.((mzy) + (z.~y)  Ausklammern
=z ((mz.y) + (x.7y)) + —z.((-2.y) + (x.—y)) Ausmultiplizieren

Fiir den Schaltungsentwurf miissen wir also z,y und z negieren, dann und-Gatter fiir (z.y), (—z.y)
und (x.—y) einfiihren, und dann deren Ausgaben mit z ,,verunden“, und das dann noch ,,verodern‘
Mit der Abkiirzung p = (—z.y) + (z.—y)) haben wir:

E(z,y,z) = z—p+-zp
) = zp+axy

Die Schaltung sieht dann so aus:



E(z,y,2)

Allgemeine Vorgehensweise
Die allgemeine Vorgehensweise sollte jetzt klar sein.

e Das was der Schaltkreis / die Boolesche Funktion leisten soll, spezifiziert man mit einer Werte-
tabelle. Man bekommt dabei eine bestimmte Anzahl von Eingabewerten (z, vy, 2, . ..) und eine
bestimmte Menge von gewiinschten Ausgabewerten.

e Den Booleschen Term fiir jeden der Ausgabewerte erhilt man, indem man in der entsprechen-
den Spalte die Eintrige mit 1 betrachtet, und fiir jeden solchen ler Eintrag aus den Bedin-
gungen, wie die 1 entsteht den Booleschen Term generiert. Eine 1 erzeugt den zugehorigen
Variablennamen direkt, eine 0 erzeugt die Negation davon. Diese Literale werden mit und (.)
verbunden. Die aus den ler-Zeilen erzeugten Terme werden mit oder (+) verbunden. Das ergibt
ibrigens sofort eine Disjunktive Normalform.

e Die so erzeugten Terme werden oft sehr redundant, und miissen daher mit den Methoden der
Booleschen Algebra vereinfacht werden.

Falls die Spalte fiir den Ausgabewert mehr Oen als len enthilt, kann man statt den Zeilen mit 1 auch
die Zeilen mit 0 zu einem Booleschen Term machen. Dieser beschreibt dann die negierte Boolesche
Funktion. Negiert man sie nochmal, erhilt man die richtige Boolesche Funktion.

3.3 Ein Ripple-Carry Addierwerk

Um das Beispiel des bitweisen Addierens zu vervollstdndigen, skizzieren wir jetzt ein vollstdndiges
Addierwerk, das man fiir beliebig lange Bitsequenzen realisieren kann. Es orientiert sich am {iblichen
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schriftlichen addieren, bitweise von rechts nach links, mit Ubertrag, wie z.B.

0111101
+ 0011011
U 1111110

1011000

Fiir die beiden rechtesten Bits braucht man also einen Halbaddierer, und fiir alle anderen einen Voll-
addierer, der jeweils zwei Bits plus Ubertrag addiert.

Ein Addierwerk zur Addition von zweimal 4 Bits (z3z22170) + (y3y23190) sieht dann so aus:

110 110 1i0] 1
T LT

Das Ergebnis ist dann der Bitvektor ( E3F5 Ey Ey) plus ein Uberlaufbit U. Das Uberlaufbit wird immer
dann 1 wenn die Addition der zwei 4-Bit Zahlen eine Zahl mit 5 Bits ergibt.

In konkreten Prozessoren hat man nicht Wortldngen von 4 Bits, sondern 32 oder 64 Bits. Aber auch
dann kann ein Uberlauf passieren, wenn die Zahlen zu gro werden. In den meisten Systemen wird
dann eine Fehlermeldung erzeugt.

3.4 Ein Carry Select Addierwerk

Das Ripple Carry Addierwerk braucht so viele Schritte, wie die Bitfolge lang ist. Das liegt daran, dass
die Uberliufe nacheinander entstehen und verarbeitet werden miissen. Das kann man mit folgender
Idee beschleunigen. Betrachten wir ein Addierwerk fiir zweimal 32 Bit Worte. Die Idee ist, diese
Worte zunichst in zweimal 16 Bits zu zerlegen. Die hinteren 16 Bits konnen addiert werden, und
erzeugen eventuell einen Uberlauf. Um die vorderen 16 Bits zu addieren, verdoppelt man das Addier-
werk, eines fiir Uberlauf = 0 und eines fiir Uberlauf = 1. Jetzt konnen alle drei 16-Bit Addierwerke
parallel rechnen. Sobald der Uberlauf fiir die hinteren 16 Bit feststeht, nimmt man das Ergebnis des
passenden Addierwerks fiir die vorderen 16 Bits.

Damit hat man die Rechenzeit verdoppelt. Man kann natiirlich die drei Addierwerke fiir die 16 Bits
wiederum mit dem gleichen Trick aufteilen, und verdoppelt die Rechenzeit nochmal. Die entstehen-
den 8-Bit Addierwerke lassen sich auch nochmal aufteilenen usw. Insgesamt braucht man dafiir sehr
viel Hardware, aber heutzutage ist Hardware billig.



3.5 Verzogerungsglieder

Die Schaltungen sind natiirlich nicht fiir eine einzige Berechnung gedacht, wo man die Bits an die
Eingédnge anlegt, und dann die Ergebnisbits ausliest. Meist sind es Abermillionen Berechnungen, die
nacheinander ausgefiihrt werden sollen. Fiir jede Berechnung liegen die Bits dann fiir eine winzige
Zeitspanne an den Eingéingen der Schaltungen, und danach kommen schon die Bits fiir die nichste
Berechnung.

Leider ist es nicht so, dass im gleichen Moment, wo die Bits an die Eingiinge gelegt werden, auch
schon die Ergebnisbits an den Ausgingen anliegen. Jedes Gatter braucht eine bestimmte Zeit ¢ , um
das Ergebnis zu liefern. Lauft eine Berechnung durch n Gatter, dann ergibt sich eine Zeitverzogerung
von n - t bis die Berechnung fertig ist. Hat jetzt ein Gatter 2 Eingénge (wie die und- und oder-Gatter),
und der Weg von den Eingiingen zu dem 1. Eingang des Gatters geht durch weniger Gatter als der
Weg von den Eingéngen zum 2. Eingang des Gatters, dann kommt das Bit am 2. Eingang spéter an
als das Bit am 1. Eingang, so wie in der Schaltung:

In diesem Moment konnte aber am ersten Gatter schon die ndchste Berechnung anstehen, so dass die
Bits bei aufeinander folgenden Berechnungen vermischt werden. Das darf natiirlich nicht geschehen!
Daher muss beim Schaltungsentwurf fiir jedes Gatter analysiert werden, wie die Zeitverzogerung an
den einzelnen Gattern genau ist. Um sicher zu gehen, dass die Bits exakt zur gleichen Zeit bei den
Eingédngen ankommen, gibt es spezielle Verzogerungsgatter, die die Signale auf den Wegen zu den
Eingingen so verlangsamen, dass alle Bits exakt zur gleichen Zeit ankommen.
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