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*Dieser Text ist Teil einer Sammlung von Miniskripten zur Einfiihrung in die Informatik. Er ist in erster Linien fiir
Nichtinformatiker gedacht, kann aber natiirlich auch als erste Einfiihrung fiir Informatiker niitzlich sein.



1 Einleitung

Disjunkte Mengen sind Mengen, die keinen gemeinsamen Schnitt haben, z.B. gerade und ungerade
Zahlen, Minner und Frauen (zumindest genetisch), Apfel und Birnen, usw. Im Computer kann man
natiirlich nur endliche disjunkte Mengen konkret abspeichern. Die einfachste Methode wire natiirlich,
die verschiedenen Mengen in verschiedenen Arrays oder Listen zu speichern. Ein Test, ob zwei Ele-
ment in der gleichen Menge sind, oder nicht, wiirde dann aber eine Suche durch diese Listen oder
Arrays erfordern. Mit der Union-Find Datenstruktur kann man diese Suche ganz erheblich beschleu-
nigen, so dass man auch mit sehr groBe Mengen effizient umgehen kann.

2 Die Idee an einem Beispiel

Um die Idee zu erldautern betrachten wir deutsche Stadte mit Flughidfen. Zunéchst gibt es keine Flug-
verbindungen zwischen den Stiddten. Nach und nach werden Flugverbindungen eingerichtet. Jede der
disjunkten Mengen beinhaltet die Stddte, die man dann iiber diese Verbindungen, evtl. mit Umsteigen,
erreichen kann. Sind zwei Stéddte in verschiedenen Mengen, dann gibt es keine Moglichkeit, diese per
Flugzeug zu erreichen.

Die Stéddte in unserem Beispiel sind Miinchen (M), Niirnberg (N), Frankfurt(F), Koln (K), Berlin (B),
Hamburg (HH), Bremen (HB), Dortmund (D), Hannover (H).

Zunichst gibt es liberhaupt keine Flugverbindungen. Jede der Stidte ist dann allein in der Menge der
verbundenen Stadte.
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Jetzt wird eine Verbindung zwischen Miinchen und Niirnberg eingerichtet. Bei der normalen Vorge-
hensweise wiirde man jetzt eine Liste [M,N] erzeugen. In dem Union-Find Ansatz bauen wir stattdes-
sen einen Baum bzw. Wald auf. Der wiirde so aussehen:
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M und N konnten auch umgekehrt sein, das spielt in diesem Stadium keine Rolle. Wichtig ist aber der
Riickwirtsverweis vom Unterknoten N zum Oberknoten M.

Jetzt richten wir weitere Verbindungen ein, zwischen K6ln und Bonn, zwischen Bremen und Dort-
mund. Die Struktur sieht dann so aus.
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Nun kommt eine Verbindung von Niirnberg nach Frankfurt hinzu.

S Lele

Obwohl Niirnberg und Frankfurt eine neue Verbindung haben, kommt Frankfurt direkt unter den
Wurzelknoten Miinchen. Der Baum spiegelt eben nicht die Flugverbindungen wider, sondern hilft,
auf effiziente Weise herauszubekommen, ob es zwischen den verschiedenen Stddten iiberhaupt eine
Verbindung gibt.

Wie geht das?

Um z.B. herauszubekommen, ob es zwischen Frankfurt und Niirnberg eine Verbindung gibt, verfolgt
man die Riickwirtspfeile bis zum Wurzelknoten. In diesem Fall sind die Wurzelknoten identisch.
Daher liegen Frankfurt und Niirnberg in der gleichen Menge. Macht man das z.B. mit Frankfurt und
Bonn, dann sind die beiden Wurzelknoten verschieden. Sie liegen dann in verschiedenen Mengen.

Jetzt richten wir eine Verbindung zwischen Niirnberg und Bonn ein. Fiir Niirnberg ist der Wurzel-
knoten Miinchen, und fiir Bonn ist der Wurzelknoten Koln. Der Wurzelknoten des kleinere Baums
(Ko6ln) wird jetzt direkt unter den Wurzelknoten des gro3eren Baums (Miinchen) gehidngt. Das ist die
Union-Operation.
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Jetzt kann man herausfinden, ob es zwischen Frankfurt und Bonn eine Flugverbindungsméglichkeit
gibt, indem man fiir beide iiber die Riickwértspfeile die Wurzelknoten ermittelt und vergleicht. In
beiden Fillen ist es Miinchen. Man kann also per Flugzeug von Frankfurt nach Bonn kommen.

Testet man das mit Frankfurt und Dortmund, dann sind es verschiedene Wurzelknoten. Daher gibt es
keine Verbindungsmoglichkeit.

Um das Beispiel weiterzufiihren, richten wir noch Flugverbindungen zwischen Hamburg und Bremen,
sowie zwischen Dortmund und Hannover ein.
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Um jetzt zu testen, ob es Verbindungsmoglichkeiten zwischen z.B. Bonn und Hannover gibt, muss
man von Bonn aus 2 Riickwirtspfeilen folgen, und von Hannover aus 1 Riickwirtspfeil. Mit 3 solchen
Operationen und einem Vergleich Miinchen # Bremen, erhilt man das Ergebnis: keine Verbindung.

Zum Schluss richten wir noch eine Verbindung zwischen Bonn und Dortmund ein. Jetzt wird die
Wurzel des flacheren Baums (Bremen) unter die Wurzel des tieferen Baums (Miinchen) gehéngt.

Damit sind alle Stidte untereinander per Flugverbindung erreichbar. Uber jeweils maximal 2 Riick-

wirtspfeile kommt man von allen Stidten nach Miinchen, was deutlich weniger Aufwand ist, als die
Suche in Listen.

Die Verfolgung der Riickwirtspfeile bis zum Wurzelknoten ist die Find-Operation. Sie ist die Basis,
um die Zugehorigkeit zu den Mengen effizient entscheiden zu kdnnen.

Die Find-Operation wird um so effizienter, je weniger Riickwértspfeile man verfolgen muss. Mit
folgender Idee kann man das noch verbessern. Angenommen Find(Hannover) wird aufgerufen, und
liefert Miinchen. Jetzt wissen wir, dass es von Hannover einen Riickwértsweg nach Miinchen gibt.
Um zukiinftige Find(Hannover)-Operationen noch effizienter zu machen, kann man Hannover direkt
unter Miinchen hédngen.
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Jede Find-Operation mit dieser Optimierung (Pfadkompression) verbessert also die Effizienz zukiinftiger
Find-Operationen.

3 Union-Find

Etwas formaler kann man diese Struktur zur Représentation disjunkter Mengen folgendermafien be-
schreiben:

Datenstruktur: Disjunkte Mengen werden als Baume représentiert.
Jeder Baum hat ein ausgezeichnetes Element als Wurzelknoten.
Von jedem Unterknoten zum Oberknoten gibt es einen Riickwértspfeil.

Union-Operation: Union(Bauml,Baum?2) hingt den Wurzelknoten des flacheren der beiden Baume
unter den Wurzelknoten des tieferen der beiden Baume. Falls beide Wurzelknoten identisch
sind, muss natiirlich nichts getan werden.

Find-Operation: Find(X) verfolgt von Knoten X die Riickwirtspfeile und liefert den Wurzelknoten.
Falls Find(X) = Find(Y), dann sind X und Y in den gleichen Mengen, ansonsten sind sie in
verschiedenen Mengen.

Pfadkompression: Damit bezeichnet man die Technik, einen Knoten X direkten unter den Wurzel-
knoten Find(X) zu hingen, um zukiinftige Find-Operation zu beschleunigen.

Zeitkomplexitiit:

Fiir die Union-Operation nehmen wir an, dass an jedem Knoten noch zusitzlich die Tiefe seines
Unterbaumes abgespeichert wird. Damit besteht die Union-Operation nur aus der Einfiihrung eines
neuen Riickwirtspfeiles. Das geht mit konstantem Aufwand. Daher ist Union € O(1).

Fiir die Komplexitét der Find-Operation ist die Heuristik, dass man den flacheren Baum unter den
Wurzelknoten des tieferen Baum hingt, wichtig. Damit kann man zeigen, dass die maximale Baum-
tiefe bei n Knoten O(log(n)) ist. Die Find-Operation muss also maximal log(n) Riickwirtspfeile
verfolgen. Das geht dann mit O(log(n)) Aufwand.

Um diese Verbesserung gegeniiber dem einfachen Verfahren, suchen in Listen, einzuschitzen, be-
trachten wir ein paar Zahlen:

n | logy(n) | Verbesserung

0] ~3,3 ~3

100 | ~ 6,64 ~ 15

1024 10 102.4
1.000.000 ~ 20 ~ 50171




4 Anwendungen

Die Notwendigkeit, disjunkte Mengen zu verwalten, gibt es sowohl konkret fiir Anwendungsdaten,
als auch implizit in anderen Algorithmen. Wenn es z.B. um die Verwaltung von Graphen geht, dann
kann es wichtig sein, Zusammenhangskomponenten zu verwalten. Eine Zusammenhangskomponente
in einem Graphen ist ein Teilgraph, wo es von jedem Knoten zu jedem anderen Knoten einen Pfad
gibt. Zwei verschiedene Zusammenhangskomponenten sind nicht iiber Pfade erreichbar.

Etwas abstrakter, die Aquivalenzklassen von Aquivalenzrelationen sind disjunkte Mengen. Wenn sie
endlich sind konnen sie mit Union-Find verwaltet werden.

Wenn jedoch von vorne herein die Struktur der Mengen feststeht, z.B. Ménner und Frauen, dann lohnt
sich Union-Find nicht. Dann kann man jedes Element mit der Zusatzinformation, zu welcher Menge
es gehort, versehen, und das wars.

Nur wenn sich die Mengenstruktur dynamisch dndert, indem Mengen verschmolzen werden, ist
Union-Find angebracht. Werden allerdings Mengen wieder getrennt, in unserem Flugverbindungs-
beispiel wenn Verbindungen gestrichen werden, dann muss die Struktur neu aufgebaut werden. Das
ist etwas aufwendiger.



