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Abstract

Constraint Programming (CP) can be described as an extension of logic programming and
combines logic programming with constraint solving. Since its proposal as ,,CLP(X) Sche-
me” by Joxan Jaffar and Jean-Louis Lassez in 1987, CP became one of the focus points for
research in logic programming. One of the reasons for attention was the wide range of ap-
plication areas in which CP proved to be useful. The application areas of CP ranges from
operation research to theorem proving and even to bioinformatics. Two of the reasons for
this wide spectrum of use cases are declarativity and the high expressive power CP of-
fers. First, declarativity of CP allows programmers to take advantage of the typically short
development time common in logic programming. Second, a higher expressive power com-
pared to logic programming is achieved by allowing multiple variable domains.

In this thesis, different aspects of this programming paradigm will be introduced. Chap-
ter 1 describes the goal of this thesis and gives an overview of related work. Chapter 2 con-
tains an introduction to logic programming and deals with the functionality of CP in four
subchapters. Two core aspects of CP, constraint propagation and the search which then fol-
lows, are introduced in this chapter. Chapter 3 introduces some interesting extensions of
CP, and chapter 4 presents a variety of CP languages. In the last chapter, some use cases of
CP from different application areas are explored more in detail.
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Zusammenfassung

Constraint-Programmierung (CP) kann als eine Erweiterung der Logikprogrammierung
gesehen werden, die dieses deklarative Paradigma mit Techniken zum Losen von Cons-
traints kombiniert. Seit ihrer Einfithrung als CLP(X)-Schema von Joxan Jaffar und Jean-
Louis Lassez im Jahr 1987 wurde CP zu einem der Schwerpunkte fiir die Forschung in
der Gemeinschaft der Logikprogrammierung. Einer der Griinde fiir dieses Interesse war
das breite Spektrum an Anwendungsbereichen, in denen sich CP als ntitzlich erwiesen hat.
Die Anwendungsgebiete von CP reichen von Optimierungsrechnung tiber Satzbeweise bis
hin zur Bioinformatik. Zwei der Griinde fiir das breite Spektrum an Anwendungsfillen
sind die Deklarativitit und die hohe Ausdruckskraft, die CP den Programmierern anbie-
tet. Die Deklarativitdt von CP ermoglicht es den Programmierer, die typischerweise kurze
Entwicklungszeit von Logikprogrammierung ebenso auszunutzen. Weiters bietet CP eine
hohere Ausdruckskraft im Vergleich zu Logikprogrammierung, indem eine Vielzahl von
Variablendomanen zugelassen und die Benutzer nicht auf eine Doméne beschrankt wer-
den.

In dieser Arbeit werden verschiedene Aspekte dieses Programmierparadigmas vorge-
stellt. Kapitel 1 beschreibt das Ziel dieser Arbeit und gibt einen Uberblick iiber verwandte
Arbeiten. Kapitel 2 enthilt eine Einfiihrung in die Logikprogrammierung und befasst sich
in vier Unterkapiteln mit der Funktionalitdt von CP. Zwei Kernaspekte von CP, die Cons-
traint Propagation und die darauffolgende Suche, werden in diesem Kapitel vorgestellt. In
Kapitel 3 werden einige wichtige Erweiterungen von CP vorgestellt, und in Kapitel 4 wird
eine Vielzahl von CP-Sprachen prasentiert. Im letzten Kapitel werden einige Anwendungs-
falle von CP aus verschiedenen Anwendungsbereichen nédher beleuchtet.
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KAPITEL 1

Einleitung

1.1 Ziel der Arbeit

Constraint-Programmierung (CP) liegt im Schnittpunkt von Logikprogrammierung und
Constraintlosen (engl. constraint solving). Das Losen von Constraints ist vermutlich nicht
geldufig, aber auch die deklarative Art der Programmierung, die in Constraint-Program-
mierung zum Einsatz kommt, muss nédher erldutert werden. Doch auch ohne diese Erldute-
rungen ist vermutlich bereits jetzt die Neugierde an Constraint-Programmierung geweckt.
Auf den ersten Blick sieht CP wie eine ,,indirekte” Art der Programmierung aus, da im Pro-
gramm angegeben wird, welche Art von Beschrankungen Variablen erfiillen sollen, aber
nicht, wie das Problem gel6st werden soll. Constraint-Programmierung kann in vielen Pro-
blemen unserer Zeit Anwendung finden. Auflerdem ist Constraint-Programmierung eng
mit vielen anderen Fachgebieten stark verkniipft.

Ziel dieser Arbeit ist es, einen Uberblick iiber dieses Programmierparadigma zu geben.
Der Stil der Abfassung ist so gewahlt, dass sich der Inhalt an jeden Leser und jede Lese-
rin mit Grundlagenkenntnissen der Informatik richtet. Dafiir wird zuerst der theoretische
Hintergrund von CP zusammen mit ihrer Notwendigkeit und geschichtlicher Entwicklung
erldutert. Danach werden einige Erweiterungen und zahlreiche Sprachen fiir Constraint-
Programmierung vorgestellt. SchliefSlich wird anhand von unterschiedlichen Beispielen
gezeigt, dass CP in einer Vielzahl von Anwendungsgebieten Vorteile bringen kann.

1.2 Verwandte Arbeiten

Das Konzept der Constraints war schon vor der Einfithrung der Constraint-Programmie-
rung existent in der Informatik. Die Urspriinge der Constraints lassen sich bis in die spaten
1970er Jahre zuriickfolgen. An Manipulation und Propagierung von Constraints wurde
bereits im Rahmen der kiinstlichen Intelligenz geforscht, um intelligentere Suchverfahren
zu ermoglichen [28] [69].

Zwei wichtige Produkte dieser Forschung waren Sketchpad [71] und Thinglab [12]. Ske-
tch-Pad wurde von Ivan Edward Sutherland im Jahr 1963 als Teil seiner Doktorarbeit ent-
wickelt und war vermutlich die fritheste Bemiihung, die als eine Constraint-Sprache klas-
sifiziert werden kann. Sketchpad war ein interaktives System fiir das Zeichnen von geome-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

trischen Objekten und gilt als ein Pionier fiir das Fachgebiet Mensch-Maschine-Interaktion.
In diesem System wurden Constraints verwendet, um die geometrischen Eigenschaften der
Objekte zu beschranken.

Ein nachfolgendes Projekt, ThingLab, war ein grafisches Simulationslab, wo Constraints
verwendet wurden, um die Beziehungen zu spezifizieren, die zwischen den Teilen einer Si-
mulation gelten miissen [11]. Das Wesentliche von ThingLab war die folgende Neuigkeit:
Bei der Manipulation eines grafischen Objekts wird ein Plan erstellt, um die entsprechen-
den Constraints fiir den gednderten Teil des Objekts schnell neu zu losen. Dieser Plan wur-
de dann wiederholt ausgefiihrt, wihrend die Manipulation fortgesetzt wurde [43]. Dies
stellt eine einfache Form der Inkrementalitdt dar, eine Eigenschaft, die in mehreren CP-
Systemen verwendet wird (siehe Kapitel ,,3.1 Inkrementelle Constraint-Programmierung®).

Aufler dieser grafischen Anwendung lassen sich viele Alltagsprobleme wie Planung,
Zuteilungsprobleme, Fehlerdiagnose oder Hardware-Design mit Constraints so formulie-
ren, dass eine Losung aller Constraints die Problemstellung erfiillen muss [30]. Ein oft ver-
wendeter Ansatz, um ein Constraintproblem zu 16sen, war die Formulierung eines spe-
zifischen Programms mit einer prozeduralen Sprache. Dies erfordert aber grofien Auf-
wand bei der Programmentwicklung und spéter bei Wartung, Modifikation oder Erwei-
terung des Programms. Dies war eine Motivation fiir die Entwicklung von Constraint-
Programmierung [28].

Mit der Arbeit von Joxan Jaffar und Jean-Louis Lassez aus dem Jahr 1987 [42] wurde
diese Motivation formalisiert und das Schema der Constraint-Programmierung als CLP(X)
eingefiihrt. Dieses Schema besagt, dass Unifikation, der Hauptmechanismus der Logik-
programmierung, durch Constraintbehandlung (engl. constraint handling) ergdnzt wer-
den soll. Auflerdem wurde in diesem Artikel gezeigt, wie die Semantik der Logikprogram-
mierung erweitert werden muss, damit unterschiedliche Datentypen wie Boolean oder die
Menge der ganzen Zahlen in die Logikprogrammierung eingefiihrt werden kénnen [28]. In
der Bezeichnung CLP(X) ist X tatsdchlich als eine Variable zu sehen, die mit verschiedenen
Datentypen initialisiert werden kann (wie etwa CLP(FD) fiir ganze Zahlen oder CLP(B) fiir
Boolean usw.).

Obwohl es schwer nachzuvollziehen ist, welche Sprache die erste CP-Sprache ist, wird
oft Prolog II als die erste CP-Sprache angenommen. Prolog II wurde in den frithen 1980er
Jahren von Alain Colmerauer entwickelt [15]. Als der Nachfolger von Prolog kann Prolog II
zusétzlich zu den Termgleichheiten auch bei Ungleichheiten der Termen auf Erfiillbarkeit
entscheiden. Weil diese Entscheidung abseits der Moglichkeiten von Unifikation ist, kann
man Ungleichheiten als eine ,primitive” Art von Constraints ansehen [32].

Eine weitere Sprache ist CHIP, entwickelt in European Computer Industry Research
Centre (ECRC) [20]. Eine der Besonderheiten von CHIP ist, dass es die erste Sprache ist,
bei der Constraint Propagierung umgesetzt wurde [37]. Constraint Propagierung wird in
Kapitel 2.2.3 ausfiihrlicher behandelt, aber fiir den Moment kann man sich diese als Samm-
lung von Methoden vorstellen, die zur Einschrankung von Variablendoméanen dienen. In
CHIP wurden zusétzlich arithmetische Constraints eingefiihrt und auf endlichen Doménen
angewendet [28]. Viele Probleme aus dem Fachgebiet der Optimierungsrechnung [19, [18]
konnten mit Hilfe der Sprache CHIP gelost werden. Es existieren auch Beispielprobleme
aus den Fachgebieten wie Schaltungsentwurf [67] und Finanz [49], fiir die CHIP sich als
niitzlich erwiesen hat. Dieser Erfolg von CHIP hat dazu gefiihrt, dass CP mehr Interesse in
industriellen Anwendungen bekam.

Das nichste wesentliche CP-System ist CLP(R). Die Sprache wurde an der Monash Uni-
versitdt, von IBM Yorktown Heights und der Carnegie Mellon Universitat entwickelt [44]].
Die Doméne von CLP(R) ist die Menge der reellen Zahlen [28]. Vorrangiges Ziel der Im-
plementierung der Sprache war es, das praktische Potenzial des CLP(X)-Schemas unter
Beweis zu stellen [30]].

Prolog 111, der Nachfolger von Prolog Il und damit ebenso ein CP-System, wurde an der
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Universitdt Aix-Marseille und an Prologia in Frankreich entwickelt [16]. Prolog III erlaubt
drei Constraintdoménen: Rationale Zahlen, Boolean und Zeichenketten. Als weitere CP-
Sprachen konnte man Trilogy [76], CAL [2] und BNR-Prolog [9] nennen.

Constraint-Programmierung kann auch inkrementell und nebenldufig verwendet wer-
den, worauf in Kapitel 3 ndher eingegangen wird. Zwei weitere interessante Themen sind
die stochastische Constraint-Programmierung [79], die aus der Kombination von Cons-
trainterfiillbarkeit und stochastischer ganzzahliger linearer Optimierung zustande kam,
und Constraint-Funktionale-Programmierung [52], die funktionale Programmierung mit
Constraint-Programmierung kombiniert.

Wichtige Uberblicksartikel und Biicher zu Constraint-Programmierung miissen auch
genannt werden. Die Arbeit von Joxan Jaffar und Jean-Louis Lassez aus dem Jahr 1987 [42]
und ,Constraint logic programming languages” von Jacques Cohen [14] sind wichtige
Quellen aus den frithen Jahren der Constraint-Programmierung. Obwohl man die letzt-
genannte Abfassung als einen Uberblicksartikel wahrnehmen kann, liegt der Fokus auf
Syntax und Semantik von CP-Sprachen. Das damals neu veroffentlichte Schema von CP-
Sprachen wird ausfiihrlich diskutiert. Auf die Techniken des Constraintldsens und Suche
wird wenig eingegangen. Syntax und Semantik von CP-Sprachen werden anhand von
zahlreichen Beispielen verstdandlich erklart.

Als weiteren ausfiihrlichen Uberblicksartikel kann man ,Constraint Logic Program-
ming - An Informal Introduction” von Thomas Frithwirth et al. [28] nennen. Der Inhalt
ist sehr umfangreich und fiihrt dazu, dass man ein gutes Verstidndnis iiber das Thema
Constraint-Programmierung bekommt. Die Beispiele sind gut gewihlt, wie etwa die ,, Voll-
Addierer-Schaltung” (engl. full adder circuit), die das Anwendungsgebiet der Boolean-
Domiéne verstandlich erklart.

Der umfangreichste Uberblicksartikel iiber Constraint-Programmierung ist wahrschein-
lich ,,Constraint logic programming: a survey” von Joxan Jaffar und Michael J. Maher [43].
Dieser umfangreiche Artikel deckt viele Aspekte von CP ab. Der Inhalt ist in drei Teile
unterteilt: Theorie, Umsetzungsprobleme und Programmierung fiir Anwendungen. Zum
Verstandnis dieses Artikels sind jedoch Vorkenntnisse in Logikprogrammierung definitiv
notwendig.

Ein weiterer, interessanter Artikel ist ,Logic, Optimization and Constraint Program-
ming” von John N. Hooker [41]]. Der Artikel stellt den Vergleich zwischen Optimierung und
Constraint-Programmierung dar, insbesondere im Hinblick darauf, wie logische Schluss-
folgerungen in diesen Disziplinen verwendet werden. Aufierdem sind ,Constraint satis-
faction using constraint logic programming” von Pascal Van Hentenryck [39], , Constraint
(Logic) Programming: A Survey on Research and Applications” von Francesca Rossi [63],
,Constraint Logic Programming” von Marco Gavanelli und Francesca Rossi [32], ,,Cons-
traint Logic Programming” von Helmut Simonis [68] Uberblicksartikel, die sehr empfeh-
lenswert sind.

Zum Schluss seien noch einige Biicher genannt, die sich mit CP beschiftigen: , Prin-
ciples of Constraint Programming” [3], ,Handbook of Constraint Programming” [62] und
»Constraint logic programming using ECLiPSe” [4]. Das ,Handbook of Constraint Pro-
gramming” ist sehr umfangreich und enthélt zahlreiche Anwendungsbeispiele aus der In-
dustrie. Die beiden erstgenannten Biicher sind zum Einstieg in das Thema empfehlenswert.
Das dritte Buch ,Constraint logic programming using ECLiPSe” fiihrt auch in Logikpro-
grammierung und in Prolog ein. Weiters dient es als Handbuch fiir die Sprache ECLiPSe.

Weitere Buchempfehlungen sind in etwa: , Essentials of Constraint Programming” [27]],
,Constraint Satisfaction in Logic Programming” [37], , Programming with Constraints - An
Introduction” [54].
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KAPITEL 2

Konzepte der Constraint-Programmierung

2.1 Allgemeine Konzepte der Logikprogrammierung

Constraint-Programmierung liegt im Schnittpunkt mehrerer Fachgebiete wie etwa Logik-
programmierung, Constraintlosen (engl. constraint solving) und Optimierungsrechnung
(engl. operations research). Jedoch ist es die Logikprogrammierung, von der die wichtigs-
ten Konzepte in Constraint-Programmierung wie Syntax und Semantik inspiriert wurden.
In den folgenden einfiihrenden Beispielen wird daher Prolog zur Erlduterung von Konzep-
ten verwendet.

Logikprogrammierung wurde in den frithen 1970er Jahren als eine Folge der friiheren
Arbeiten im Bereich des automatischen Theorembeweisens und der kiinstlichen Intelligenz
eingefiihrt [17]. Prolog wird oft als die erste Logikprogrammierungssprache genannt [68]
und wurde im Jahr 1972 von Alain Colmerauer und Robert Kowalski entwickelt [60]. Ur-
spriinglich war das Ziel der Entwicklung keine Programmiersprache, sondern ein Produkt
zur Verarbeitung nattirlicher Sprachen (ndmlich Franzosisch), welches schliefilich zu einer
Mehrzwecksprache namens Prolog weiterentwickelt wurde [17].

Um Logikprogrammierung verstehen zu kénnen, miissen die Unterschiede zwischen
den Begriffen Berechnung (engl. computation) und Schlieflen (engl. deduction) untersucht
werden. Bei einer Berechnung ist zu Beginn ein Ausdruck gegeben und anhand einer festen
Menge von Regeln wird ein Ergebnis generiert [60]. Zum Beispiel, 24 %17 — (24 % 10) + (24 %
7) — 240+ 168 — 408 zeigt eine mogliche Vorgehensweise fiir die Multiplikation zweier
nattirlicher Zahlen, wo das Ergebnis unter Benutzung fester Regeln generiert wird. Beim
Schliefsen jedoch wird mit einer Vermutung angefangen und mit Hilfe einer festen Men-
ge von Regeln (Axiome und Schlussregeln) versucht, einen Beweis fiir diese Vermutung
zu konstruieren [60]. Das heifit, Berechnung kann als ein mechanischer und Schlieflen als
ein kreativer Prozess wahrgenommen werden. In diesem Zusammenhang ist die Logikpro-
grammierung als eine Kombination von diesen Konzepten zu sehen [60].

Trotz dieser Beobachtung kann Schliefien als eine Art Berechnung angesehen werden.
Dies ist dann der Fall, falls eine Strategie fiir die Beweissuche fixiert wird, sodass vom
kreativen Aspekt des Schlieffens Abstand genommen wird. Diese Sichtweise bildet die
Grundlage der Logikprogrammierung. Die Berechnung von logischen Programmen erfolgt
durch Beweissuche nach einer festen Strategie [60]. Diese Algorithmen kénnen implemen-
tiert und als Beweissuche ausgefiihrt werden.
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6 KAPITEL 2. KONZEPTE DER CONSTRAINT-PROGRAMMIERUNG

Eine der wichtigsten Ideen der Logikprogrammierung ist, dass ein Algorithmus zwei
disjunkte Komponenten besitzt, ndimlich Logik und Steuerung. Mit Logik wird das zu 16-
sende Problem ausgedriickt, und die Steuerung besagt, wie dieses Problem gelost werden
soll. Das Endziel der Logikprogrammierung ist, dass der Programmierer nur die logische
Komponente eines Logikprogramms angibt und die Steuerung vom Interpreter des Logik-
programms tibernommen wird [51].

Drei grundlegende Eigenschaften der Logikprogrammierung sind fiir die Constraint-
Programmierung von grofiter Relevanz [68]. Die erste Eigenschaft ist die sogenannte rela-
tionale Form der Logikprogrammierung, die es ermdoglicht, Pradikate zu definieren, ohne
dass die Ein- und Ausgangsargumente von vornherein festgelegt werden. Die zweite Ei-
genschaft ist Nicht-Determinismus, der ein Baum-Suchverfahren (mit Backtracking) als Teil
des Berechnungsmechanismus ermoglicht. Zu guter Letzt ist der Algorithmus der Unifika-
tion, die zur Losung von Gleichungen mit (uninterpretierten) symbolischen Termen ver-
wendet wird, fester Bestandteil der Logikprogrammierung.

Zur Darstellung der logischen Zusammenhinge eines zu losenden Problems wird in
Prolog die Sprache der Pradikatenlogik verwendet. Die Basis fiir das Wissen besteht aus lo-
gischen Formeln (sogenannten Klauseln). Es gibt zwei Arten von Klauseln in Programmen:
Fakten, die Aussagen iiber Objekte treffen, und Regeln, die einem erlauben, aus bekannten
Fakten auf neue Fakten zu schlielen [33]. Zum Beispiel konnte der folgende Ausdruck

mutterVon (elisa, jana).

einen Fakt darstellen, der bedeutet, dass Elisa die Mutter von Jana ist. Ein Fakt besteht im-
mer aus dem Namen der Eigenschaft oder Relation (dem sogenannten Pradikatensymbol)
gefolgt von Objekten in einem Klammerpaar, die diese Eigenschaft haben. Danach folgt ein
Punkt.

Zur Ausfiihrung eines logischen Programms stellt der Anwender Anfragen an das Pro-
gramm [33]. Dies kann wie eine , dialogorientierte” Programmiersprache wahrgenommen
werden. Im Kontext der Verwandtschaftsrelationen, wie im letzten Beispiel, wére eine mog-
liche Frage: ,Ist Hans der Vater von Jakob?” In Prolog beginnen Anfragen mit dem zu-
sammengesetzten Symbol ,?—". Danach folgen Aussagen (Formeln), die bewiesen werden
sollen. Zum Schluss der Anfrage folgt ein Punkt. In Prolog konnte die eben beschriebene
Anfrage folgendermafien aussehen:

?— vaterVon (hans, jakob).

Die Antwort auf diese Anfrage liefert einen logischen Beweis anhand der vom Program-
mierer gegebenen Problembeschreibung und der Regeln der Programmiersprache, wobei
die Techniken , Unifikation” und , Resolution” zum Einsatz kommen [33]. Die Antwort zu
obiger Anfrage kann wahr (engl. true) oder falsch (engl. false) ergeben.

In der Logikprogrammierung konnen auch Variablen verwendet werden, um anspruchs-
vollere Anfragen zu formulieren oder Fakten zu erstellen, die fiir alle Objekte der Wissens-
basis gelten miissen. In Prolog beginnen Variablen mit Grofibuchstaben oder einem Unter-
strich [33]. Ein Fakt der Form

mensch (X) .

wiirde bedeuten, dass diese Eigenschaft fiir jede mogliche Belegung der Variable X gilt.

Variablen ermdglichen die Formulierung anspruchsvoller Anfragen. Zum Beispiel kann
die Anfrage fiir die Frage , Wer ist der Vater von Jakob?” mit Variablen gebildet werden und
konnte wie folgt aussehen:

?— vaterVon (X, Jjakob).
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Die Antwort zu dieser Anfrage wiirde der Name von Jakobs Vater als Variablenbindung X
sein.
Als weiteres Beispiel dient eine zweistellige Relation mit zwei Variablen:

?—- mutterVon (X, Y).

Diese Anfrage liefert alle Paare (X,Y) von Menschen, die in einer Mutter-Kind-Relation
sind.

Neben Fakten gibt es auch Regeln. Regeln dienen dazu, aus bekanntem Wissen neues
Wissen herzuleiten [33]. Regeln bestehen aus zwei Teilen, die durch das zusammengesetzte
Symbol ,,: —* getrennt sind. Der linke Teil heifst Kopf der Regel und der rechte Teil heifst
Rumpf der Regel [33]]. Der Kopf stellt eine Schlussfolgerung dar und der Rumpf enthilt die
Voraussetzungen fiir diese Schlussfolgerung. Wenn mehr als eine Voraussetzung existiert,
so werden diese mit Kommas getrennt. Diese Kommas bezeichnen eine Konjunktion der
Voraussetzungen. Das heifit, alle Voraussetzungen miissen zutreffen.

Als Beispiel fiir eine Regel kann eine Kind-Relation aus der vorherigen imagindren
Gruppe von Personen untersucht werden. Natiirlich wére es moglich, diese Relation als
Folge von Fakten wie bei der Mutter-Kind-Relation zu definieren, aber es ist kiirzer und
iibersichtlicher, eine Regel dafiir zu verwenden. Bei unendlich vielen Objekten oder dy-
namischen Objektmengen kommt ohnehin nur eine Regel anstatt einer Aufzdhlung der
Fakten in Frage.

Sei eine Kind-Relation folgendermafien definiert:

kindVon (X, Y) :— mutterVon (Y, X).
kindVon (X, Y) :— wvaterVon (Y, X).

In diesem Beispiel wird eine Relation mit Hilfe von zwei Regeln definiert. Aus der Tatsache,
dass eine Person Y die Mutter oder der Vater von einer Person X ist, kann gefolgert werden,
dass Person X das Kind von Person Y ist. Das ,,oder” in diesem Szenario ldsst sich in der
Logikprogrammierung so formulieren, dass fiir eine Schlussfolgerung mehr als eine Regel
(mit dem gleichen Kopf) definiert wird.

Mit Hilfe der Kind-Relation kann eine Enkelkind-Relation definiert werden. Die folgen-
de Regel besagt: , Eine Person A ist Enkelkind eines Grofielternteils C, falls die Person A
das Kind der Person B, wobei die Person B auch das Kind von Person C ist.”

enkelkindVon (A, C) :— kindVon (A, B), kindVon (B, C).

Dieses Bespiel veranschaulicht, wie eine Regel mit mehr als einer Voraussetzung aussehen
konnte.

In Prolog werden Regeln beim Beweisen riickwérts angewendet [33]. Um zu zeigen,
dass die linke Seite einer Regel gilt, muss gezeigt werden, dass die rechte Seite der Regel
gilt (engl. backward chaining). Sei die folgende Anfrage gegeben:

?— enkelkindVon (Finn, Franz).

Um diese Aussage zu beweisen, muss man aufgrund der Regel fiir enkelkindVon ein X fin-
den, so dass die Aussagen

kindVon (Finn, X), kindVon (X, Franz).

wabhr sind.

Grundlagen der Pradikatenlogik

Die Logikprogrammierung basiert auf den Konzepten der Pradikatenlogik erster Stufe. Im
Folgenden werden insbesondere jene Aspekte der Pradikatenlogik erster Stufe beschrie-
ben, die fiir die Constraint-Programmierung von besonderer Bedeutung sind. Dabei wird
zwischen Syntax und Semantik der Pradikatenlogik unterschieden.
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Syntax der Pradikatenlogik

Logische Symbole. Das Alphabet der Pradikatenlogik besteht aus den folgenden Klas-
sen von Symbolen [50]: Junktoren, Quantoren, technische Zeichen, Variablensymbole, Kon-
stantensymbole, Funktionssymbole, Pradikatensymbole. Junktoren sind Negation -, Kon-
junktion A, Disjunktion V, Implikation = und Aquivalenz <. Quantoren sind der Allquan-
tor V und der Existenzquantor 3. Letztlich sind die folgenden Symbole als technische Zei-
chen verfiigbar: ,,(“, ,)” und ,,”. Die iiblichen Notationen fiir die restlichen Symbole sind
folgendermafien [50]:

* Variablensymbole werden mit Grofibuchstaben wie X,Y,Z bezeichnet, die normaler-
weise aus dem spiteren Teil des (lateinischen) Alphabets stammen.

* Konstantensymbole werden mit Kleinbuchstaben wie a, b, ¢ bezeichnet, die normaler-
weise aus dem friiheren Teil des (lateinischen) Alphabets stammen.

¢ Funktionssymbole werden mit Kleinbuchstaben wie f, g, h bezeichnet.
* Pradikatensymbole werden mit Kleinbuchstaben wie p, g, r bezeichnet.

Sei zudem die Menge der Variablensymbole abz&hlbar.
Terme. Die Menge der Terme (iiber einem gegebenen Alphabet) wird induktiv folgender-
maflen definiert [13]:

¢ FEine Variable ist ein Term.

¢ Fine Konstante ist ein Term.

e Seien f ein Funktionssymbol mit Stelligkeit n > 0 und 11, ..,#, Terme, dann ist (¢4, ..,#,)

auch ein Term.

Atome. Seienn >0, p ein n-stelliges Pradikatensymbol und #, ..., Terme. Dann st p(t, ..,1,)
ein Atom. Fiir n = 0 kann das Atom p() oder p geschrieben werden und wird elementares
Atom genannt [13]].

Formel. Eine (wohlgeformte, engl. well-formed) Formel (iiber einem gegebenen Alpha-
bet) wird induktiv wie folgt definiert [51]]:

¢ Ein Atom ist eine Formel.

¢ Falls F und G Formeln sind, so auch ~F,F AG,FVG,F = G,F & G.

e Falls X eine Variable und F eine Formel ist, dann sind VXF und 3dXF Formeln. In

diesem Fall ist die Variable X nicht frei in F.

Geschlossene Formel. Eine geschlossene Formel ist eine Formel, in der keine Variable
frei vorkommt [51].

Die Menge aller Formeln, die unter Verwendung eines gegebenen Alphabets A kon-
struiert werden konnen, heifit Sprache erster Ordnung, die durch A gegeben ist [51].

Literal. Ein Literal ist ein Atom oder die Negation eines Atoms [51].
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Klausel. Seien m und s natiirliche Zahlen mit m,s > 0. Eine Klausel ist eine Formel der
Form Vx;...Vxg(L; V...V Ly), wo jedes L; ein Literal und xi, ...,x; Variablen, diein L; V...V L,
vorkommen, sind [51].

Klauseln treten in der Logikprogrammierung haufig auf, daher gibt es fiir diese ei-
ne weitere, kiirzere Notation: Die Klausel Vx;...Vx;(A; V... VA,V =By V...V =B,) mit den
Atomen Ay, ...Ay,By,...,B, und Variablen x,...,x,, die in den Atomen vorkommen, wird als
Ay, ...,Ay < By,...,B, geschrieben [51]]. Eine Formel in dieser Notation nennt man eine Re-
gel [13]]. Die linke Seite der Formel mit den Atomen Aj,...,A; nennt man Klauselkopf, die
rechte Seite der Formel mit den Atomen By, ..., B, nennt man Klauselrumpf. Dabei entspre-
chen die Kommas im Klauselkopf einer Disjunktion (V) und die Kommas im Klauselrumpf
einer Konjunktion (A).

Programmklausel. Seien A,Bj,...,B, Atome. Eine Programmklausel ist eine Klausel der
Form A < By,...,B, [51]. A wird der Kopf und Bj,...,B, wird der Rumpf der Programm-
klausel genannt. Eine Programmbklausel mit einem leeren Rumpf, A <, nennt man eine
Einheitsklausel.

Anhand der definierten Begriffen konnen Logik-Programme definiert werden: Ein Lo-
gik-Programm ist eine endliche Menge von Programmbklauseln [51]. In einem Logik-Pro-
gramm heifien die Sammlung aller Programmklauseln mit demselben Pradikat p im Kopf
die Definition von p.

Zielklausel. Sei n eine natiirliche Zahl mit 1 < i < n. Eine Zielklausel ist eine Klausel der
Form < By, ...,B,, das heifit, eine Klausel mit leerem Kopf [51]. Jede B; heifst ein Teilziel
(engl. subgoal) von der Zielklausel.

Modelle von Logik-Programmen

Um tiber den Wahrheitsgehalt von Formeln diskutieren zu kénnen, ist es zundchst not-
wendig, jedem der Symbole in der Formel eine Bedeutung zuzuordnen. Einige Struktu-
ren wie Quantoren oder Junktoren besitzen feste Bedeutungen, aber die Bedeutungen der
Konstanten, Funktionen und Pradikate kénnen variieren. Eine Interpretation kann als eine
Belegung dieser Strukturen mit Werten aus der entsprechenden Domédne wahrgenommen
werden. Besonders interessant sind diejenigen Interpretationen, fiir die die Formel eine
wahre Aussage ausdriickt. Eine solche Interpretation nennt man ein Modell der Formel.
Formaler definiert:

Interpretation. Eine Interpretation einer Sprache L erster Stufe ist ein 3-Tupel der Form
(D,LV) bestehend aus [13]:

¢ Einer nicht-leeren Menge D, Doméne der Interpretation genannt.

* Einer Funktion I, die die Funktionssymbole und Pradikatensymbole auf die Doméne
D abbildet.

* Einer Variablenzuweisung V nach D.

Modell. Sei eine Interpretation einer Sprache erster Stufe L und sei F eine geschlossene
Formel von L. Dann ist I ein Modell fiir F, falls der Wahrheitswert von F in Bezug auf /
wabhr ist [51].

Grundterm. Ein Grundterm (engl. ground term) ist ein Term, der keine Variablen enthiilt.
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Herbrand-Universum. Sei L eine Sprache erster Stufe mit mindestens einer Konstante.
Das Herbrand-Universum Uy, fiir L ist die Menge aller Grundterme, die durch Konstanten
und Funktionen in L geformt werden konnen [51]].

Es sei ein Beispiel gegeben. Eine Sprache erster Stufe L habe die einstelligen Pradikate p
und r, das zweistellige Pradikat ¢, die Funktionen f, g und die Konstante a. Das Herbrand-
Universum von L ist die folgende Menge:

{a,f(a),8(a),f(f(a)),f(g(a)),8(f(a)),8(s(a)), ..}

Grundatom. Ein Grundatom (engl. ground atom) ist ein Atom, welches keine Variablen
enthalt.

Herbrand-Basis. Sei L eine Sprache erster Stufe. Die Herbrand-Basis (engl. Herbrand ba-
se) By, fiir L ist die Menge aller Grundatome, die mit Termen von L geformt wird [51]].
Fiir das vorherige Beispiel wiirde die Herbrand-Basis folgendermafien aussehen:

{p(a),q(a,a),r(a),p(f(a)),p(g(a)),q(a, f(a),q(f(a),a),...}

Herbrand-Interpretation. Sei L eine Sprache erster Stufe. Eine Interpretation fiir L ist eine
Herbrand-Interpretation, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind [51]]:

¢ Die Doméne der Interpretation ist das Herbrand-Universum Uy.
* Konstanten in L werden sich selbst zugewiesen.

e Falls f eine n-stellige Funktion in L ist, dann wird f der Abbildung von (U.)" auf U,
mit dem Vorschrift (¢1,...,1,) = f(t1,...,1;,) zugewiesen.

Herbrand-Modell. Sei L eine Stufe erster Ordnung und S die Menge der geschlossenen
Formeln von L. Ein Herbrand-Modell fiir S ist eine Herbrand-Interpretation fiir L, die ein
Modell fiir S ist [51].

Backtracking. In Prolog wird als Auswertungsstrategie die Tiefensuche verwendet [33].
Bei der Beweissuche kann es vorkommen, dass das Ziel mit mehr als einer Regel iiberein-
stimmt. Dies wird als Auswahlpunkt bezeichnet. Wenn ein Auswahlpunkt erreicht wird,
wahlt man die erste unter den {ibereinstimmenden Regeln aus, in der Reihenfolge, in der
die Regeln prasentiert wurden. Wenn dieser Versuch eines Beweises fehlschlédgt, kehrt man
zu den vorhergehenden Auswahlpunkten zuriick. Dieser Vorgang wird Backtracking (dt.
Riicksetzverfahren) genannt [60].

Die syntaktischen und semantischen Eigenschaften von Constraints werden im néchs-
ten Kapitel erldutert.

2.2 Constraints

2.2.1 Repriasentation und Semantik von Constraints

In einem typischen Constraint-Programm wird versucht, eine Losung oder Losungen zu
dem in dem Programm modellierten Problem zu finden. Ein Problem, das in einem Cons-
traint-Programm modelliert wurde, besitzt Variablen mit Doménen, aus denen die Varia-
blen Werte annehmen, und Constraints, die die Doménen der Variablen einschrinken [28].
Eine Losung des Problems entspricht dann einer giiltigen (oder optimierten/besten) Varia-
blenbelegung, sodass die Constraints erfiillt sind. Constraints in Constraint-Programmie-
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rung sind besondere Préddikate, die erfiillt werden miissen [30]. Genauer gesagt, jedes Cons-
traint spezifiziert eine Relation in einer Untermenge von Objekten eines Problems, wo jedes
Objekt eine Menge von moglichen Werten hat. So beschrankt ein Constraint den Raum der
moglichen Werte fiir solche Objekte [63].

Im Vergleich zu der tiblichen Logikprogrammierung lasst das CLP(X)-Schema Berech-
nungen direkt auf der gewiinschten Doméne zu [78]. Zum Beispiel wiirde man ein Opti-
mierungsproblem mit ganzzahligen Variablen gerne auf einem ganzzahligen Intervall mo-
dellieren und dieses Intervall direkt als die Doméne fiir die Berechnung nutzen, was in
der Logikprogrammierung nicht moglich ware. Dafiir werden besondere Funktionen und
Pradikatensymbole, die feste Interpretationen in der Doméne der Berechnung besitzen,
eingefiihrt. Angenommen, man wahlt die Menge der ganzen Zahlen als die Variablendo-
méne. Dann miissen auch Symbole wie <,<,>,>,=, # eingefiihrt werden, die jeweils ei-
ne bestimmte Bedeutung in der Menge der ganzen Zahlen haben. Die Formel mit diesen
besonderen Funktionen und Pradikatsymbolen nennt man , Constraintformel”. Informell
wird oft das Wort , Constraint” statt ,,Constraintformel” verwendet [28].

Constraints haben die Form ¢(xy, .., x,) mit einer endlichen Anzahl von Variablen xi, .., x,.
Jede Variable x; kann einen Wert v; von einer endlichen Menge D, die die Doméne von v;
heifit, haben [10]. Constraints konnen unterschiedliche Stelligkeit haben. Sei zum Beispiel
A eine Variable tiber der Domine der natiirlichen Zahlen, so ist ein Constraint der Form
A <3 ein unéres Constraint, weil das Constraint nur A als Variable hat. Analog kénnte man
auch bindre Constraints definieren. Seien B und C Variablen, dann wiirde ein Ausdruck wie
3%B > C einem bindren Constraint entsprechen [43]].

Es kann auch solche Fille geben, in denen man alle Variablen einer Menge im gleichen
Sinne beschranken mochte. Ein Beispiel dazu kénnte folgendermafien aussehen: Angenom-
men, seien vier Variablen A,B,C,D definiert auf derselben Doméne, sodass alle Variablen
ganzzahlige Werte im Intervall [0, 10] nehmen konnen. Sei als ein Constraint gewtinscht,
dass alle Variablen unterschiedliche Werte haben. Dies ldsst sich zwar mit bindren Cons-
traints formulieren, doch dafiir wéren insgesamt sechs Constraints notwendig, ndmlich
A#B,A# C,A# D,B+# C,B# D,C # D. Diese Darstellung bedeutet eine komplette Suche
fiir jede Variable auf ihrer Doméne, und ist daher entsprechend ineffizient.

Diese aufwandige Suche kann mit globalen Constraints vereinfacht werden. Ein globa-
les Constraint ist ein Constraint, welches eine Beziehung zwischen einer nicht vorab defi-
nierten Anzahl von Variablen darstellt. Ein Beispiel fiir globale Constraints ist das alldiffe-
rent-Constraint (alldif ferent(xi, ...,x,) mit n € N), das besagt, dass die Werte der Variablen
(x1,...,x,) paarweise verschieden sein miissen. Es ist einfach zu sehen, wie das alldifferent-
Constraint in dem obigen Beispiel niitzlich sein kann. Mit globalen Constraints kann man
nicht nur die Anzahl der notigen Constraints reduzieren, sondern das Suchproblem ldsst
sich auch effizienter 16sen, zum Beispiel mit Hilfe von Graphenalgorithmen [63].

Ein niitzliches Werkzeug, um mit globalen Constraints arbeiten zu konnen, ist ,Glo-
bal Constraint Catalog” von Nicolas Beldiceanu, Mats Carlsson und Jean-Xavier Rampon.
»Global Constraint Catalog” ist eine Sammlung von globalen Constraints, die sowohl in
Form einer Web-Seite [7] als auch in Form eines technischen Berichts verfiigbar ist [§]. Die-
ser Katalog enthdlt nicht nur die Dokumentation von globalen Constraints, sondern auch
Anwendungsbeispiele und Algorithmen zum Losen der Constraints. Im Jahr 2022 sind ins-
gesamt 423 globale Constraints im ,Global Constraint Catalog” gelistet.

Ein Constraint-Programm ist syntaktisch eine Sammlung von Klauseln, die entweder
Regeln oder Fakten sind. Regeln in Constraint-Programmierung konnen in ihren Pramis-
sen auch Constraints enthalten. Damit ist die Pramisse einer Regel eine Konjunktion von
Constraints und Atomen.

Das folgende Beispiel [16] ist fiir das Verstandnis der Syntax von Constraint-Programmen
hilfreich. Sei die Definition einer Mahlzeit gegeben, die aus einer Vorspeise, einem Haupt-
gericht und einer Nachspeise besteht. Damit diese Mahlzeit leicht ist, wird vorausgesetzt,
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dass die Summe von Brennwerten den Wert 10 nicht iiberschreitet.

lightmeal (A,M,D) :- meat (beef, 5) .
I >0, JdJ>0, K>0,
I +J + K <= 10,
appetiser(A,I),
main (M, J),
dessert (D,K) .

Der linke Ausdruck ist ein Beispiel fiir eine Regel. Dabei ist 1ightmeal (A,M,D) der
Kopf und der Teil nach dem Zeichen ,,:- ist der Rumpf der Regel. Der Rumpf ist eine Kon-
junktion von ConstraintsI > 0, J > 0, K > 0, I + J + K <= 10 und Atomen
appetiser (A, I),main (M, J),dessert (D, K).Logisch betrachtet bedeutet dieser Aus-
druck, dass lightmeal (A, M, D) erfiillt ist, falls der Regelrumpf und damit auch alle
Constraints und Atome erfiillt sind. Der rechte Ausdruck ist ein Beispiel fiir einen Fakt.
Fakten besitzen keinen Rumpf und haben diese einfache Form.

Die linke Regel hat dabei folgende Bedeutung: Eine Mahlzeit bestehend aus den Nah-
rungsmitteln A,M,D ist eine leichte Mahlzeit, wenn A eine Vorspeise ist (mit einem po-
sitiven Brennwert I), M eine Hauptgericht ist (mit einem positiven Brennwert J), D eine
Nachspeise ist (mit einem positiven Brennwert K) und I + J + K kleiner oder gleich 10 ist.
Der Fakt rechts im Beispiel besagt, dass der Brennwert von Rindfleisch 5 ist.

Konzeptuell ist die operationale Semantik der Constraint-Programmierung eine Ver-
allgemeinerung der Semantik der Logikprogrammierung. In einem Resolutionsschritt der
Logikprogrammierung muss das Vorhandensein eines allgemeinsten Unifikators zwischen
den ausgewdhlten Teilzielen und dem Kopf der Klausel tiberpriift werden. In der Constraint-
Programmierung muss zusétzlich auch die Konsistenz der aktuellen Menge der Cons-
traints (Constraintstore) mit den Constraints im Rumpf der Klausel tiberpriift werden. Es
sind also zwei Solver beteiligt: Unifikation, wie in der Logikprogrammierung, und der spe-
zifische Constraintloser (siehe Kapitel 2.2) [32].

Die Semantik der Constraint-Programmierung kann als ein zielgerichtetes Ableitungs-
verfahren aus dem Ausgangsziel unter Verwendung der Programmklauseln beschrieben
werden [39]]. Ein Berechnungszustand besteht aus zwei Teilen:

1. Der Zielteil entspricht der Konjunktion der zu losenden Ziele.

2. Das Constraintstore bezeichnet die Menge der bislang gesammelten bzw. hergeleite-
ten Constraints [39].

Sei (G, S) ein solcher Berechnungszustand, wobei G der aktuelle Zielteil und S das aktuelle
Constraintstore ist. Constraint-Programme werden ausgefiihrt, indem die Ziele im Berech-
nungszustand anhand der Fakten und Regeln reduziert werden. In jedem Berechnungs-
schritt muss zusétzlich das Constraintstore konsistent bleiben. Konsistenz bezeichnet dabei
die Existenz mindestens einer Variablenbelegung, sodass alle Constraints erfiillt sind [55].

Die gesamte Berechnung ist erfolgreich (d.h. eine Losung wurde gefunden), falls von
einem Anfangszustand (G, rue) der Zustand (G/,S) hergeleitet werden kann, wobei G/ den
leeren Zielteil darstellt und § erfiillbar ist. Am Anfang wird das Constraintstore mit dem
Wert , true” initialisiert, weil die Variablenbelegungen von keiner Einschrankung betroffen
sind [32].

Die Aufgabe eines Constraintlosers ist die Bestimmung einer Variablenbelegung, so-
dass alle Constraints erfiillt werden. Fiir viele Alltagsanwendungen ist es jedoch moglich,
dass es keine Variablenbelegung gibt, die alle Constraints erfiillt. Das ist meistens der Fall,
wenn man mit Constraints gewiinschte Eigenschaften anstatt strikter Voraussetzungen for-
malisieren will. Constraints stehen dann fiir Praferenzen, deren Nichterfiillung soweit wie
moglich vermieden werden soll. Diese Constraints werden weiche Constraints (engl. soft
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constraints) genannt und konnen mehrere Ebenen der Erfiillbarkeit haben, die tiber die bei-
den Extreme Erfiillbarkeit bzw. Nicht-Erfiillbarkeit hinausgehen [32]. Diese Abstufungen
konnen zum Beispiel mit Hilfe von numerischen Werten implementiert werden, wobei ei-
ne hohere Préferenz einen grofieren Erfiillbarkeitswert und eine niedrigere Praferenz einen
kleineren Erfiillbarkeitswert bedeutet [55].

2.2.2 Typische Dominen der Constraint-Programmierung

Das Ziel des von Jaffar und Lassez [42] entwickelten CLP(X)-Schemas war es, eine aussa-
gekraftige und flexible Sprache zu schaffen. Flexibilitdt bedeutet hier die Freiheit bei der
Wahl der Datentypen jener Variablen, die durch das Programm manipuliert werden. Je
nach Anwendung kann es sein, dass mit booleschen Ausdriicken, ganzen Zahlen, Gleit-
kommazahlen oder Mengen gearbeitet werden soll. Dies war jedoch vor der Einfithrung
des CLP(X)-Schemas in der Logikprogrammierung kaum moglich, denn alle Daten wer-
den als uninterpretierte Strukturen (als endliche Baume) kodiert [28].

Constraint-Programmierung ist keine Programmiersprache, sondern ein Programmier-
paradigma, also es gibt eine Vielzahl von Sprachen, die sich durch ihre Funktionalitat, ins-
besondere ihre Doménen, unterscheiden [32]. Jede Doméne besitzt eigene algebraische Re-
chenoperationen, wie etwa der Schnitt bei Mengen oder die Addition bei arithmetischen
Ausdriicken. Analog existieren auch Relationen, die ebenfalls spezifisch fiir die Doméne
sind, wie die , Element”-Relation bei den Mengen oder Gleich-/Ungleichheit bei den arith-
metischen bzw. booleschen Ausdriicken.

Constraintléser. Die Einfiihrung von Constraints in die Logikprogrammierung erfordert
einen zusatzlichen Mechanismus, damit Constraits gelost werden konnen. Im Kapitel ,, Ver-
wandte Arbeiten” wurde fiir Prolog Il Ungleichheit als ein primitives Constraint vorgestellt
und im gleichen Sinne kann auch die Gleichheit als ein einfaches Constraint verwendet
werden. Im Fall der Gleichheit kann fiir die Losung Unifikation verwendet werden [28].
Dies gelingt jedoch nicht immer. Deswegen muss Unifikation mit einem Entscheidungs-
verfahren erganzt werden, das besagt, ob ein Constraint oder eine Menge von Constraints
erfiillbar ist. Dieser Mechanismus wird Constraintloser genannt [28]].

Domainen fiir CP-Anwendungen miissen einige Kriterien erfiillen: Zum einen muss
die Doméne anwendungsrelevant sein, zum anderen muss fiir die Doméne ein vollstan-
diger und effizienter Constraintloser existieren. Ein Constraintloser ist vollstindig, falls
er die Erfiillbarkeit von jedem beliebigen Constraint auf der Berechnungsdomaéne ent-
scheiden kann [28]. Erfiillbarkeit einer Menge von Constraints kann in manchen Domé-
nen ein unentscheidbares Problem sein oder eine exponentielle Komplexitidt haben [68].
Dies beschrankt vollstandige Loser zu relativ gut strukturierten Doméanen wie etwa lineare
arithmetische Terme oder zu Spezial-Loser wie etwa vollstindige Boolean-Loser [68]. Aus
Griinden der Effizienz soll ein Constraintloser inkrementell sein, das heif$t, wenn ein neues
Constraint zu einer Menge von schon gelosten Constraints hinzugefiigt wird, soll der Loser
bereits existierende Teillosungen weiterhin bertiicksichtigen (siehe Kapitel 3.1) [28].

Im Folgenden werden drei der wichtigsten Constraintdoménen, arithmetische, endliche
(engl. finite) und boolesche Domanen, ausfiihrlicher untersucht.

Lineare arithmetische Domaiane

Eine der Hauptmotivationen fiir die Kombination von Logikprogrammierung und Cons-
traints war die mogliche Einfiihrung von arithmetischen Constraints in den Kontext der
Logikprogrammierung, denn obwohl Prolog Mechanismen zur Evaluierung arithmetischer
Ausdriicke besitzt, entsprechen sie nicht den Erwartungen [30]. Eine Gleichung in der
Form X —3 =Y +5 kann mit Prolog nicht behandelt werden. Aus der Sicht von Prolog
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ist der Term X — 3 nicht gleich dem Term Y + 5, weil die einzigen Strukturen in Prolog
uninterpretierte Strukturen sind.

In diesem Sinne wurde CLP(R) als eine Instantiierung des CLP(X)-Schemas mit der Do-
méne der reellen Zahlen entwickelt. CLP(R) ist die erste CP-Sprache, in der arithmetische
Constraints tiber den reellen Zahlen eingefiihrt wurden. Der Constraintloser von CLP(R) ist
vollstandig fiir lineare arithmetische Constraints. Nichtlineare Constraints werden zuerst
als erfiillbar angenommen und verzogert (fiir eine gewisse Zeit nicht berticksichtigt), bis
sie linear werden [28]. Verzogerte, nichtlineare Constraints werden erst dann ausgewertet,
wenn eine ausreichende Anzahl ihrer Variablen bestimmt wurde, um sie linear zu machen.
Erst nachdem diese Constraints linear sind, wird die Erfiillbarkeit dieser Constraints ge-
pruft [36].

Lineare Constraints haben Anwendungen in Entscheidungsunterstiitzungssystemen,
geometrischen Problemen [28] und bei der Analyse und Synthese analoger Schaltungen [36].
Constraints in dieser Doméne entsprechen kontinuierlichen Problemen, bei denen es eine
unendliche Anzahl von Punkten im Suchraum zu untersuchen gibt [30]. Zudem lasst sich
das néchste Element zu einem beliebigen Element in der Doméne nicht bestimmen.

Lineare arithmetische Ausdriicke sind Terme bestehend aus Zahlen, Variablen und aus
den tiblichen arithmetischen Operatoren Vorzeichenwechsel (—), Addition (+), Subtrakti-
on (—), Multiplikation () und Division (/). Damit die Linearitdt nicht verletzt wird, darf
bei der Multiplikation hochstens ein Multiplikator eine Variable sein, und bei der Divi-
sion muss der Teiler eine Zahl ungleich null sein. Ein lineares arithmetisches Constraint
ist ein Ausdruck der Form kiRk>, wobei R eines der folgenden 2-stelligen Pradikate ist:
>, <, =,>,>,# [28].

Es existieren mehrere Entscheidungsverfahren, um ein System von linearen arithmeti-
schen Constraints zu losen. Ein Beispiel dafiir ist eine Kombination von Gaufisschem Eli-
minationsverfahren und einem modifizierten Simplex-Verfahren. Das Simplex-Verfahren
ist ein Optimierungsverfahren aus der Numerik zur Losung linearer Optimierungsproble-
me [28]].

Endliche Domianen

Eine wichtige Klasse von Constraints ist auf endlichen Doméanen definiert. Constraint-
Programmierung nach diesem Schema heifst CLP(FD). Constraints dieser Klasse sind meis-
tens arithmetische Constraints auf Variablen aus endlichen Mengen ganzer Zahlen (meis-
tens Intervalle) [32]]. Im Fall eines endlichen Intervalls der ganzen Zahlen werden Elemente
der Doméne meistens in aufsteigender Reihenfolge iteriert. Eine andere Variablendoméne
koénnte eine endliche Menge von Buchstaben sein, die in lexikographischer Reihenfolge
iteriert werden kann [59].

Eine Eigenschaft der CLP(FD)-Sprachen ist, dass sie Syntax zur Definition der Wer-
tebereiche der Variablen bereitstellen miissen. Sei zum Beispiel die Variable A und das
Intervall mit den ganzen Zahlen von 10 bis 20 gegeben, wobei A Werte aus diesem Inter-
vall annimmt. Um das in einem Programm auszudriicken, existieren je nach der gewahl-
ten CLP(FD)-Sprache verschiedene syntaktische Schreibweisen, etwa: A in [10..20],
A::[10,20] oder £fd_domain (A, 10,20) [32].

Eine grofie Anzahl von CLP(FD)-Sprachen wurden mit akademischen oder kommerzi-
ellen Zielen entwickelt. Die erste Implementierung dieser Constraintdoméne in einer CP-
Sprache war die von Pascal Van Hentenryck et al. in den spéten 1980er-Jahren entwickelte
Sprache CHIP. Seither wurden mehrere andere CLP(FD)-Sprachen entwickelt, wie etwa
Eclipse, CIAO oder B-Prolog [32].

Anwendungsgebiete der endlichen Doméne sind zahlreich und umfassen: Planung,
Testmustererstellung, Finanzentscheidungen, Frequenzzuteilung, Schaltungs-/Hardware-
simulationen und viele mehr [59].
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Answer-Set-Programmierung (ASP) beschiftigt sich mit dhnlichen Problemen wie die
Constraint-Programmierung mit der Constraintdoméane CLP(FD) [32]. Es gibt Arbeiten, die
beide miteinander vergleichen [21} /53] oder auch beide integrieren [6].

Boolesche Domine

Terme dieser Doméne sind boolesche Terme. Diese bestehen aus Wahrheitswerten (richtig
und falsch oder auch 0 und 1) sowie Variablen aus der booleschen Doméne und logischen
Verkniipfungen (z.B. V,® (XOR),A,—,) [28]. Das einzige Constraint zwischen booleschen
Termen ist Gleichheit bzw. Ungleichheit [28]. In manchen Implementierungen (z.B. CHIP)
ist es moglich, zusatzliche Konstanten in Termen zu verwenden. Dies ist besonders fiir
Anwendungen in Hardware-Verifikation wichtig, weil diese Konstanten verwendet wer-
den kénnen, um symbolische Namen fiir Eingangsargumente von Schaltungen darzustel-
len [30].

Beim Losen boolescher Constraints werden verschiedene Methoden umgesetzt. In Fall
von CHIP wird ein boolescher Unifikationsalgorithmus verwendet [28]. Einige wichtige
Anwendungsgebiete der booleschen Constraints sind Schaltungsdesign, Hardware-Verifi-
kation und Theorembeweise [28]. Ein Beispiel fiir Hardware-Verifikation wird spéter aus-
fihrlicher behandelt (siehe Kapitel 5.3).

2.2.3 Constraint Propagierung

Constraintdoménen erweitern die Logikprogrammierung um die Moglichkeit, Losungen
abhédngig von einer Doméne einzuschranken. Gleichzeitig eroffnet dies jedoch auch die
Moglichkeit, nach Losungen effizienter suchen zu kénnen. Mit diesem Suchverhalten be-
schiftigen sich dieses und das nachfolgende Kapitel.

Bei der Suche nach einer Losung wird in Logikprogrammierung eine einfache Tiefen-
suche eingesetzt, die nach der Generieren-und-Testen-Heuristik (engl. generate and test)
funktioniert [28]. Diese Methode besitzt aber Leistungsprobleme, besonders bei grofien
Suchanwendungen. Deswegen wurden Techniken entwickelt, um die Suchprozesse intel-
ligenter zu machen. Der Begriff Konsistenztechniken (engl. consistency techniques) be-
schreibt diese Bemithungen [28]].

Konsistenztechniken wurden vor der Einfiihrung der Constraint-Programmierung in
der Forschung im Bereich der kiinstlichen Intelligenz untersucht. Mit dem Ziel, das Such-
verhalten der Logikprogrammierung zu verbessern, schlug Hervé Gallaire 1985 den Ein-
satz von Konsistenztechniken in der Logikprogrammierung vor [31]. Die Idee war, Cons-
traints zu benutzen, um den Suchraum zu Beginn der Suche einzuschridnken, anstatt zuerst
Ergebnisse zu berechnen, die anschlieffend durch Constraints eingeschrankt werden. Das
Paradigma Generieren und Testen wurde mit diesem Ansatz durch Beschridnken und Ge-
nerieren ersetzt [32]].

Eine Losung zu einem Problem, das in einer Sprache der Constraint-Programmierung
modelliert wurde, wird also in zwei Schritten gefunden, Constraint Propagierung (engl.
constraint propagation) und Suche. In der Constraint Propagierung ist es das Ziel, den
Suchraum zu verkleinern. Die Suche selbst wird auf diesem verkleinerten Suchraum durch-
gefiihrt. Constraint Propagierung und Suche wechseln einander ab, bis eine Losung bzw.
deren Abwesenheit festgestellt wird [47]. In diesem Kapitel werden vier Propagierungsme-
thoden vorgestellt: Bogen-Konsistenz, Pfad-Konsistenz, Grenzen-Konsistenz und Brechen
der Symmetrie.

Bogen-Konsistenz. Die erste Propagierungsmethode, die betrachtet werden soll, ist die
Bogen-Konsistenz (engl. arc consistency). Diese Konsistenztechnik eliminiert inkonsisten-
te Werte unter Berticksichtigung eines Constraints und Variablen, deren mogliche Werte
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durch dieses Constraint beschréankt sind [24]. Seien zum Beispiel die Variablen mit einer
endlichen Doméne gegeben durch: A,B,C,D,E,F :: [1,5]. Auflerdem sind die folgenden
Constraints fiir diese Variablen gegeben: A < B,A < C,B< F,C < E,D < E,E < F,B#C.
Aus dem Constraint A < B konnen folgende Schlussfolgerungen gezogen werden: Die Do-
mine von A enthélt den Wert 5 aber wegen dem Constraint A < B kann die Variable A mit
diesem Wert nicht belegt werden. Analog dazu kann B den Wert 1 nicht annehmen. Daraus
ergeben sich die folgenden reduzierten Doménen fiir A und B: A :: [1,4] und B :: [2,5].

Bogen-Konsistenz angewandt auf die oben dargestellten Variablen und Constraints er-
gibt die folgenden Doménen fiir einzelne Variablen:

A:[1,2],B::[2,4],C 2 [2,3],D :: [1,3],E :: [3,4],F :: [4,5]

Konsistenztechniken sind meistens nicht ausreichend, um ein Problem zu 16sen, weil
auch nach der Propagierung inkonsistente Kombinationen von Werten in den resultieren-
den Dominen zu finden sind [28]]. Das ist auch sichtbar in den resultierenden Doménen
aus dem letzten Beispiel. Obwohl die Bogen-Konsistenz auf die oben dargestellten Varia-
blen und Constraints angewandt wurde, konnen immer noch solche Variablenbelegungen
gewdhlt werden, die ein Constraint nicht erfiillen: Zum Beispiel sind A =2 und B =2 nach
der Doménenbeschrankung wéhlbar, aber diese Kombination erfiillt das Constraint A < B
nicht.

Um eine Losung zu finden, muss eine Suche durchgefiihrt werden, in der eine Variable
mit einem Wert belegt wird. Damit wird es moglich, nochmal Propagierung durchzufiih-
ren. Angenommen, im Beispiel wird A mit dem Wert 2 belegt. Dann ergeben sich wegen
der Constraints A < B,A < C die folgenden Doménen: B :: [3,4],C :: [3]. Erst ab diesem Punkt
kann das Constraint B # C angewendet werden. Damit wird die Propagierung fortgesetzt
und es ergeben sich folgende Doménen fiir die jeweiligen Variablen:

A [2],B::[4],C:: [3],D :: [1,2,3],E :: [4],F :: [5]

Wie ein Ungleichheitsconstraint mit Bogen-Konsistenz behandelt wird, wird im néchs-
ten Beispiel gezeigt. Angenommen seien zwei Variablen X und Y. Auflerdem haben beide
Variablen Domanen mit mehr als einem Element. Dann kann das Constraint X # Y keine
neue Information liefern, weil es fiir jedes Element in der Doméne von X ein konsistentes
Element in der Doméne von Y geben kann. Damit Bogen-Konsistenz fiir dieses Constraint
verwendet werden kann, muss eine Doméne die andere Domaéne einschrianken. Das heifst,
Bogen-Konsistenz fiir das Ungleichheitsconstraint ldsst sich ziemlich einfach und effizient
implementieren, aber kann nur in besonderen Féllen niitzlich sein.

Die Bogen-Konsistenz stofit auch schnell an ihre Grenzen. Seien die Variablen und ihre
Domaénen folgendermafien gegeben: X,Y,Z :: [1,2]. Ein Constraintloser kann mit Hilfe der
Bogen-Konsistenz nicht feststellen, dass die Constraints X #Y,Y # Z,Z # X nicht erfiillbar
sind [28].

Pfad-Konsistenz. Die zweite Konsistenztechnik, die betrachtet werden soll, ist die Pfad-
Konsistenz (engl. path consistency) [32]. Diese ist eine aufwéndige Methode, die selten in
Constraintloser eingebaut wird. Das Ziel der Pfad-Konsistenz ist das Ableiten neuer In-
formation tiber das Problem, sodass jeweils ein Paar Constraints zusammen untersucht
wird. Die resultierende Konsistenz ist stirker als die Bogen-Konsistenz [32]. Ein Beispiel
dazu kann wie folgt aussehen: Seien die Variablen mit ihren Doménen A,B :: [1,10] und
die Constraints A < B,B < A,A # B gegeben. Wie im vorigen Beispiel mit dem Ungleich-
heitsconstraint liefert die Bogen-Konsistenz hier keine Verkleinerung der Doménen. Wenn
jedoch zwei Constraints gleichzeitig betrachtet werden, zum Beispiel A < BA B < A, kann
daraus die Gleichheit von A und B, also A = B, abgeleitet werden. Zusammen mit der In-
formation A # B folgt, dass das Problem keine Losung hat.
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Abbildung 2.1: Layout von dem Crystal-Maze Problem

Grenzen-Konsistenz. Eine schwéchere Alternative zur Bogen-Konsistenz ist die Grenzen-
Konsistenz (engl. bound consistency) [32]. Die Grenzen-Konsistenz betrachtet nur die Ma-
xima und Minima der Doménen, sodass eine kleinere Anzahl von Konsistenzpriifungen
im Vergleich zur Bogen-Konsistenz nétig ist, aber sie liefert auch eine schwéchere Propa-
gierung. Aufgrund der mathematischen Regeln fiir Intervalle ist diese Methode besonders
niitzlich fiir die Pradikate =, >,>, <, <.

Als Beispiel seien die Variablen mit ihrer Doméne X,Y,Z :: [1,10] angenommen. Zudem
sei das Constraint 3 xX +2*Y +2 < Z fiir diese Variablen gegeben. Die Grenzen-Konsistenz
verwendet Maxima und Minima der Intervalle, um inkonsistente Werte aus den Doméinen
zu entfernen. Das Maximum fiir Z ist 10 und daraus folgt 3+ X +2 Y < 8. Das Minimum
von X ist 1 und daraus folgt 2« Y < 5 und somit Y :: [1,2]. Analog folgt aus min(Y) = 1, dass
3% X < 6 und folglich X :: [1]. Von den Minimumwerten (jeweils 1) kann fiir Z gefolgert
werden, dass Z :: [8,9,10].

Symmetrie. Es kann sein, dass die zu losenden Probleme symmetrische Teilaufgaben
besitzen, sodass der Suchraum eingeschrankt werden kann. Deswegen wurden Techni-
ken entwickelt, um die symmetrischen Teile des Suchraums zu entfernen. Der Uberbe-
griff fiir solche Techniken ist Brechen der Symmetrie (engl. symmetry breaking) [32]]. Dies
umfasst Methoden wie Umschreibung des Constraint-Programms oder Hinzufiigen neuer
symmetrie-brechenden Constraints (entweder per Hand oder automatisch).

Wie die Symmetrie-Eigenschaft genutzt werden kann, um den Suchraum des Problems
zu verkleinern, lasst sich mit dem folgenden Beispiel leicht zeigen. Die Abbildung 2.1 wur-
de in der britischen Spielshow , The Crystal Maze” als ein Puzzle vorgestellt. Das Problem
wurde danach von Patrick Prosser und Ian Miguel in [57] als ein Constrainterfiillbarkeits-
problem (engl. constraint satisfaction problem, siehe nichstes Kapitel) formuliert und stellt
gleichzeitig ein gutes Beispiel dafiir dar, wie die Symmetrie-Eigenschaft eines Problems
ausgenutzt werden kann.

Das Ziel in diesem Problem ist, dass jeder Knoten in einem symmetrischen Graphen
(vgl. Abbildung 2.1) mit einem Wert aus der Doméne 1, 8] belegt wird. Zudem existieren
die Constraints, dass jeder Wert nur einmal verwendet werden darf (alldifferent) und dass
keine zwei Nachbarknoten zwei sukzessive Werte haben (z.B. falls der Knoten A mit dem
Wert 2 belegt wird, ergibt sich fiir die Doméne des Knotens B: B :: [4..8]).

Die geometrische Symmetrie des in Abbildung 2.1 dargestellten Problems ist einfach zu
sehen und diese geometrische Symmetrie impliziert auch eine Symmetrie im Constrainter-
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tullbarkeitsproblem. Man beginnt die Losung mit den Knoten E und F, weil diese Knoten
die grofite Anzahl von Nachbarknoten haben. Knoten E und F werden jeweils 6-mal von
dem Constraint der Sukzessivitdt beschrankt. Mogliche Werte fiir diese Knoten sind somit
{1,8}. Angenommen, der Knoten E sei mit 1 und der Knoten F mit 8 belegt. Dann erge-
ben sich fir die Knoten die folgenden Doménen: B,C,G,H € {3,4,5,6}, A € {3,4,5,6,7},
D € {2,3,4,5,6}. Nun konnte man den Knoten A mit 7 und den Knoten D mit 2 belegen,
weil diese Werte in keinem anderen Knoten moglich sind. Dann wird die Propagierung
weiter durchgefiihrt, um die Doménen der Knoten B,C,G,H weiter zu beschrédnken, so-
dass sich die folgende Belegung am Ende als Losung ergibt: A=7,B=3,C=5,D=2,
E=1,F=8,G=4H=6.

Jedoch ist dies nicht die einzige Losung, weil mit der vertauschten Belegung der Knoten
E und F eine weitere giiltige Losung entsteht. Das ist eine symmetrische Losung, weil diese
erste Entscheidung weitere Belegungen entsprechend dndert. Es ist moglich, diese umge-
kehrte Belegung gar nicht zu betrachten, da bekannt ist, dass aufgrund der Symmetrie
des Problems eine symmetrische Losung existiert. Falls aber auch diese alternative Losung
wiinschenswert ist, kann diese mit nur wenig Arbeitsaufwand abgeleitet werden.

Somit lasst sich sagen, dass Symmetrie ein niitzliches Werkzeug bei der Constraint Pro-
pagierung sein kann. Wie das Beispiel in Abbildung 2.1 auch zeigt, ist es jedoch notwendig,
ein gutes Verstdndnis des Problems zu haben, um diese Eigenschaft ausnutzen zu kénnen.

2.2.4 Aufléosen von Constraints

Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dass Constraint Propagierung alleine nicht ausreicht,
um eine Losung zu generieren. Oftmals ist das Ergebnis der Propagierung eine Reduk-
tion der Variablendoménen. Wenn keine Propagierung mehr moglich ist, muss eine Su-
che durchgefiihrt werden [28]]. Dafiir werden Annahmen getroffen, in denen Variablen mit
Werten belegt werden. Das wird als Beschriftungsverfahren (engl. labeling procedure) be-
zeichnet [24]. Mit den zusétzlich getroffenen Annahmen wird gepriift, ob zusitzliche Pro-
pagierungsschritte moglich werden. Diese zwei Schritte des Constraintlosens wiederholen
sich dann gegenseitig, bis eine Losung gefunden ist.

Nach getroffenen Annahmen existiert jeweils eine Verzweigung beziiglich der Nachfol-
geschritte. Als Beispiel seien die Variablen mit ihrer Doméne X,Y,Z :: [1,10] angenommen.
Zusétzlich sei angenommen, dass sich nach einem Propagierungsschritt folgende Doma-
nen fiir die Variablen ergeben: X :: [1,5],Y :: [7,9],Z :: [2,5]. Der Einfachheit halber werden
Annahmen in lexikographischer Reihenfolge der Variablen gemacht und erst nach einer
vollstandigen Variablenbelegung wird eine Suche durchgefiihrt. Zum Beispiel sei die ers-
te Annahme X = 1. Dann muss eine Annahme fiir ¥ getroffen werden. Die Doméne von
Y hat 3 Elemente und jede dieser Elemente kann fiir die Annahme von Y gewahlt wer-
den. Das heifst, es existiert eine 3-stellige Verzweigung von X = 1 fiir alle mogliche Werte
von Y. Analog sind fiir eine beliebige Y-Annahme vier Z-Annahmen moglich, sodass eine
Baumstruktur entsteht und die Suche einer Baumsuche entspricht.

Die Baumsuche, die verwendet wird, ist oftmals eine Tiefensuche. Wihrend dieser Su-
che wird auch das von der Logikprogrammierung bekannte Riicksetzverfahren (engl. back-
tracking) eingesetzt [24]. Dieses Verfahren erlaubt im Fall einer inkonsistenten Annahme,
dass die problematische Variablenbelegung zurtickgesetzt wird und die Suche ab dem letz-
ten unproblematischen Stand fortgesetzt wird. Verwendung des Riicksetzverfahrens ist ei-
ner der Griinde, warum sich Constraint Propagierung gut in der Sprache Prolog imple-
mentieren lasst [28].

Es existieren auch zahlreiche Methoden und Heuristiken, um die Effizienz des Riick-
setzverfahrens zu erhchen, damit Losungen schneller gefunden werden kénnen. Diese Me-
thoden konnen grob anhand folgender Aspekte beschrieben werden:
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1. Welche Variable soll als nichstes belegt werden?
2. In welcher Reihenfolge sollen Werte von Variablen gepriift werden?

3. Koénnen unvermeidliche Fehlschlédge frithzeitig erkannt werden?

In vielen Fillen ist es am effektivsten, die Variable mit der kleinsten Doméine als nichs-
tes zu wiahlen. Dieses Prinzip wird als , First-Fail-Prinzip” bezeichnet [24]. Es wird erwar-
tet, bei weniger Auswahlmoglichkeiten frither herauszufinden, ob diese richtig oder falsch
sind.

Alternativ kann auch jene Variable gew&hlt werden, die in den meisten Constraints
vorkommt. Somit kann mit einer Variablenbelegung eine moglichst grofle Anzahl von Va-
riablendoménen verkleinert werden [28]].

Eine Methode, um Fehler friihzeitig zu erkennen, ist die Vorwértspriifung (engl. for-
ward checking). Nach dieser Strategie wird eine Bogen-Konsistenz zwischen Paaren von
einer noch nicht mit einem Wert belegten und einer mit einem Wert belegten Variablen
durchgefiihrt [5]. Als Beispiel seien die Variablen T,X,Y,Z angenommen. Sei die Variable T
gewihlt, sodass eine Annahme fiir diese Variable getroffen werden soll. Das heifst, 7 muss
mit einem Wert aus seiner Doméne belegt werden. Fiir die getroffene Annahme von 7 wird
Bogen-Konsistenz zwischen dieser Annahme und allen méglichen Werten der Variablen
X,Y,Z durchgefiihrt. Falls die Doméne einer Variable wihrend dieser Konsistenzpriifung
leer wird, kann mit der Annahme von T keine Losung generiert werden. Das heifst, die
Suche wird fortgesetzt, indem die fehlgeschlagene Annahme mit dem Riicksetzverfahren
zurlickgesetzt wird. Damit stellt Vorwartspriifung sicher, dass fiir jede unbelegte Variable
mindestens ein Wert existiert, der mit der aktuellen Variablenbelegung konsistent ist.

Constraintprobleme, in denen alle Losungen zueinander gleichwertig sind, werden als
Constrainterfiillbarkeitsprobleme (engl. constraint satisfaction problems) bezeichnet. Dies
ist der Fall fiir alle bislang behandelten Beispiele. Eine Losung zu einem Constrainter-
ftllbarkeitsproblem ist somit eine Wertezuweisung von Variablen, die alle Constraints er-
fallt [5].

Losungen zu einem Problem miissen jedoch nicht alle gleichwertig sein. Es ist moglich,
eine beste oder optimale Losung zu haben, was in der Praxis haufig vorkommt. Solche Pro-
bleme werden Constraintoptimierungsprobleme (engl. constraint optimisation problems)
genannt. Probleme dieser Art besitzen zusitzlich eine Kostenfunktion, die minimiert wer-
den soll. Neben dem Constraintlosen wird auch eine Optimierung durchgefiihrt. Jedes
Constrainterfiillbarkeitsproblem kann als Constraintoptimierungsproblem aufgefasst wer-
den, wenn zum Beispiel die Anzahl der Berechnungsschritte gezahlt und minimiert wird [5].
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KAPITEL 3

Fortgeschrittene Techniken in Constraint-Programmierung

3.1 Inkrementelle Constraint-Programmierung

Systeme der Constrainterfiillbarkeit konnen als inkrementell oder nicht-inkrementell klas-
sifiziert werden [58]. In nicht-inkrementellen Systemen fiihrt das Finden einer neuen Lo-
sung nach einer kleinen Anderung der Variablen oder Constraints zu einer vollstindigen
Neuberechnung durch den Loser. Das heifit, von der bisherigen Losung wird kein Ge-
brauch gemacht. Inkrementelle Systeme hingegen behalten eine Reihe von Teilergebnissen
bei. Jede Anderung wird mit der vorherigen Losung kombiniert, um eine neue Losung zu
finden. Somit ist die inkrementelle Constraint-Programmierung eine wichtige Erweiterung
der Constraint-Programmierung.

Ein Inkrement zu einem Constraintsystem kann als das Hinzuftigen neuer Constraints
oder Variablen verstanden werden [22]. Jedoch kann ein Inkrement je nach der Implemen-
tierung des Systems auch das Loschen von Constraints oder Variablen umfassen.

Dass sich die inkrementellen Techniken fiir Constrainterfiillbarkeit als niitzlich erwie-
sen haben, ist in Systemen, die in [22} [74, 56] beschrieben sind, zu beobachten. Auflerdem
sind die Artikel , Incremental Constraint Satisfaction in Logic Programming” [38] von Pas-
cal Van Hentenryck und , Incremental Search in Constraint Logic Programming” [74] von
Pascal Van Hentenryck und Thierry Le Provost gute Quellen fiir das Thema, die neben
der Implementierung auch den theoretischen Hintergrund der inkrementellen Constraint-
Programmierung darstellen.

Inkrementelle Techniken sind besonders fiir jene Anwendungen geeignet, bei denen
der Benutzer interaktiv Constraints angeben kann und sich von der Anwendung den-
noch eine schnelle Reaktion erwartet [58]. Inkrementelle Loser sind schneller als nicht-
inkrementelle, solange jede neue Losung (d.h. Aktualisierung der Losung, einschlieflich
Overhead) schneller ermittelt werden kann als eine vollstindige Neuldsung der gesamten
Menge von Constraints. Dies erfordert beispielsweise, dass die Anzahl der Variablen, die
nach einem Inkrement (Anderung) wieder aufgelost werden miissen, deutlich kleiner ist
als die gesamte Anzahl der Variablen im System.

Auf der anderen Seite konnen fiir gewisse Anwendungen nicht-inkrementelle Loser
schneller sein. Um einmalige Losungen fiir ein grofies Constraintsystem zu finden, konnen
nicht-inkrementelle Loser tatsdchlich schneller sein, da diese keinen zuséatzlichen Aufwand
fiir die Verwaltung von Zwischenergebnissen der Losungen hinnehmen miissen.

21



22 KAPITEL 3. FORTGESCHRITTENE TECHNIKEN

In der Praxis erweist sich das inkrementelle Losen von Constraints als wiinschenswert
in mindestens drei Arten von Anwendungen [74]:

1. Anpassung einer bestehenden Losung zur Aufnahme neuer Informationen. Diese
Art der Anwendung ist typisch fiir Terminplanungsprobleme, die oft als Neupla-
nungsprobleme (engl. rescheduling) bezeichnet werden. Wahrend der Ausfiithrung
des vorgeschlagenen Zeitplans konnen Probleme (z.B. Ausfall einer Maschine) auf-
treten, die eine Aktualisierung der bestehenden Losung erfordern.

2. Modifikation einer Losung, um Priorititen und Praferenzen hinzufiigen. Die Fahr-
planplanung (engl. timetable scheduling) ist eine spezifische Anwendung, bei der der
Benutzer moglicherweise die vom System vorgeschlagene Losung nach seinen oder
ihren eigenen subjektiven Kriterien einer guten Losung dndern mochte.

3. Interaktives Losen von Problemen. Anwendungen, bei denen eine Mensch-Maschine-
Interaktion stattfindet und, die sich mit Constraints formulieren lassen.

Ein haufiges Anwendungsgebiet der inkrementellen Constraint-Programmierung ist
der Bereich der Visualisierung. Visualisierung ist die Darstellung von Informationen in
grafischer oder bildlicher Form [58]. Constraints sind niitzliche Werkzeuge in der Visua-
lisierung, denn die relativen Positionen von Objekten lassen sich mit Positionsconstraints
(wie etwa ,iiber”, ,unter”, ,beriithrend”) praktisch spezifizieren. Solche informellen Cons-
traints werden in mathematische Formeln umgewandelt, um Constrainterfiillbarkeitspro-
bleme formulieren zu konnen. In einem derartigen Problem stellen Variablen die Positio-
nen von Objekten dar, sodass eine Losung des Problems zu einer absoluten Position des
Objekts im angegebenen Bild fiihrt.

Bewegung eines Objekts mit der Maus durch den Benutzer kann als ein Beispiel fiir In-
krementalitit dienen. Es ist wiinschenswert, dass sich das Objekt wahrend der Aktion stan-
dig bewegt, anstatt dass das Programm bis zum Ende der Bewegung wartet und erst dann
die Koordinaten berechnet werden. Wahrend der Bewegung dndert sich die Objektpositi-
on relativ zur vorherigen Position. Ein Ziel bei der Visualisierung ist, dass die Uberginge
zwischen aufeinanderfolgenden inkrementellen Losungen fliefSend sein sollen, so dass der
Benutzer die Bewegung der Objekte leicht verfolgen kann [58].

Wie inkrementelle Constraints geldst werden kénnen, kann anhand eines Beispiels er-
klart werden. Der beispielhafte Algorithmus heifst ICOLA (Incremental Constraint-based
Object Layout Algorithm) [58]. ICOLA positioniert grafische Objekte anhand von Objekt-
deklarationen und Constraints, die die relativen Positionsbeziehungen zwischen den Ob-
jekten angeben. In der Erkldrung des Beispiels werden Aspekte der Visualisierung mog-
lichst abstrahiert, sodass der Schwerpunkt auf dem inkrementellen Constraintldsen liegt.
Aufserdem wird das Loschen in dieser Arbeit nicht betrachtet, obwohl ICOLA diese Aktion
auch unterstiitzt.

Die Variablen des Constraintsystems seien mit x,y, p,q dargestellt und stammen aus
der Doméne der nicht-negativen natiirlichen Zahlen. Diese Variablen stellen die absolu-
ten Koordinatenpositionen der linken, rechten, oberen bzw. unteren Kante des Objekts dar.
Auflerdem werden o und y verwendet, um beliebige nicht-negative ganze Zahlen zu be-
zeichnen. Constraints werden in ICOLA als Formel der Form x+ o < y dargestellt.

Sei C die Menge der Constraints in einem derartigen Visualisierungssystem und V die in
C vorkommenden Variablen. Eine Losung S ist dann eine Menge von Variablenbelegungen,
so dass alle Constraints erfiillt sind.

Sei G ein gerichteter und gewichteter Graph, sodass die Knoten des Graphs den Varia-
blen in V und die Kanten den Constraints x+ &« <y € C entsprechen. Die Kante x + o <y
verbindet Knoten x und y und hat das Gewicht a. Eine Variable y ist direkt von x abhéngig,
falls y # x und es existiert eine Kante von x zu y in G. Eine Variable y ist von x abhangig,
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falls y # x und es existiert ein Pfad von x zu y in G. Dieses Konzept der Abhingigkeit ist ent-
scheidend fiir die Gestaltung von ICOLA. Insbesondere wird der Wert der Variablen y erst
dann in einer Berechnung verwendet, wenn der Wert jeder Variable x, von der y abhédngt
(d.h. jede Variable x, so dass x+ a < y € C gilt) als korrekt bekannt ist.

Konsistenzpriifung. Vor dem Versuch, eine Losung fiir ein Inkrement zu bestimmen,
fithrt ICOLA zunéchst eine Konsistenzpriifung durch, also eine Priifung, ob das Inkrement
zu einem konsistenten Constraintsystem fiihrt. Die Constraints in C sind konsistent, falls
der Graph G (durch die Constraints C definiert) zyklusfrei ist.

Beim Hinzuftigen eines Constraints x+ a < y wird eine Konsistenzpriifung durchge-
fithrt, indem im Graphen G nach einem Pfad von y nach x gesucht wird. Wenn ein solcher
Pfad existiert, wiirde das Inkrement zu einem Zyklus im Graphen fiihren, und das Inkre-
ment ist unzulédssig. Wenn kein solcher Pfad gefunden wird, fithrt das Hinzufiigen von
x4+ o <y zu C nicht zu einer Inkonsistenz, und das Inkrement kann erlaubt werden. Es ist
erforderlich, dass das Constraintsystem sowohl vor als auch nach jedem Inkrement konsis-
tent ist.

Da das Constraintsystem in ICOLA stark unterbeschrankt (engl. under-constrained) ist,
gibt es eine unendliche Anzahl von individuellen Losungen. Um mit dem Problem der
Unterbeschrankheit umgehen zu konnen, wurden in ICOLA zwei zusitzlichen Heuristiken
umgesetzt:

1. Das Objekt wird moglichst in die linke obere Ecke platziert, sodass die Koordinaten-
werte klein sind.

2. Objekte sind in ihrer Ausdehnung so klein wie moglich.

Die erste Heuristik genieft eine hohere Prioritét als die zweite. Dies ist notwendig, damit
der Constraintloser eine eindeutige Losung erzeugen kann.

Inkrementelle Constrainterfiillbarkeit. ICOLA behilt nach der Problemlosung einen in-
ternen Zustand bei, der eine Menge von Variablenzuweisungen enthilt, bei denen jede
Variable den kleinstmoglichen Wert hat, der die Constraints noch erfiillt. Das heifit, der in-
terne Zustand stellt eine Losung fiir die Menge von Constraints dar, unter der ausschlief3-
lichen Berticksichtigung der ersten Heuristik. Der interne Zustand enthdlt daher wichtige
Informationen iiber die Werte der Variablen, die in der endgtiltigen Losung nicht verftigbar
sind.

Bei der Ermittlung einer neuen Losung kombiniert ICOLA das Inkrement mit der vor-
herigen Losung und dem internen Zustand. Das Ergebnis ist eine Losung fiir das neue
Constraintsystem und ein neuer interner Zustand. Der interne Zustand wird in einer Da-
tenstruktur dhnlich einer Kodierung des gerichteten, zyklusfreien Graphen G festgehalten.
Eine Kodierung der vorherigen Losung bleibt auch intern innerhalb des Solvers erhalten.
ICOLA versucht, die Wiederverwendung sowohl der vorherigen Losung als auch des in-
ternen Zustands zu maximieren. Das Ziel besteht darin, nur die Teile der Losung und des
internen Zustands zu dndern, die eine Aktualisierung erfordern.

ICOLA stellt somit dank seines Anwendungsgebietes Visualisierung ein verstandli-
ches Beispiel fiir die inkrementelle Constrainterfiillbarkeit dar. Viele bekannte Sprachen
der Constraint-Programmierung unterstiitzen inkrementelle Constraint-Programmierung.
CLP(R) enthélt beispielsweise eine inkrementelle Version des Simplex-Algorithmus, wih-
rend CHIP einen inkrementellen Loser fiir Constraints tiber endliche Doménen enthilt [22]].
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3.2 Nebenldufige Constraint-Programmierung

Eine wichtige Erweiterung der Constraint-Programmierung ist die nebenldufige Constraint-
Programmierung, bei der die Constraint-Programmierung mit der nebenldufigen Program-
mierung kombiniert wird [29]. Die Idee hinter diesem Ansatz besteht darin, die Auswer-
tung von Constraints in Form von nebenldufigen Berechnungen auszudriicken [28]. Eine
andere, neue Beobachtung war, dass Constraints nicht nur zur Losung kombinatorischer
Probleme, sondern auch zur Spezifikation der Prozesskommunikation und -synchronisation
verwendet werden konnen [34]. Die Grundlagen dieses Konzepts wurden von Vijay A. Sa-
raswat und Martin Rinard im Jahr 1989 [66] und von Vijay A. Saraswat im Jahr 1993 [65]
eingefiihrt. Die Semantik der nebenldufigen Constraint-Programmierung hat ebenfalls Vi-
jay A. Saraswat beschrieben [64].

Im Rahmen der nebenldufigen Constraint-Programmierung werden neben dem Cons-
traintlgsen auch andere Operationen an Constraints sowie zusitzliche Moglichkeiten, die-
se zu kombinieren, umgesetzt. Eine wichtige derartige Operation ist das Einfordern von
Constraints (engl. constraint entailment) [39]. Dabei wird entschieden, ob ein Constraint
aus der Konjunktion mehrerer Constraints impliziert wird. Angenommen, es existiere ein
Constraintstore mit den Elementen {A + B > 1,A + (1 — B) > 1} fiir die Variablen A und
B mit der Domine {0,1}. Aus diesen beiden Constraints kann A = 1 abgeleitet werden.
Algorithmen fiir dieses Verfahren sind Erweiterungen der Algorithmen zum Losen von
Constraints [28].

Ein wichtiges Werkzeug fiir die nebenldufige Constraint-Programmierung sind Wachen
(engl. guards). Diese definieren eine logische Bedingung in Form eines booleschen Aus-
drucks, der als wahr bewertet werden muss, damit die Programmausfiihrung in dem be-
treffenden Zweig fortgesetzt werden kann. Wachen sind kein neues Konzept der neben-
laufigen Constraint-Programmierung, sondern werden in anderen Programmiersprachen
ebenso verwendet. Sei als Beispiel ein und-Constraint in der Syntax von Constraint Hand-
ling Rules gegeben. Um den Kopf und den Rumpf einer Regel zu trennen wird das <=>-
Symbol verwendet. Seien X und Y die booleschen Eingaben und sei Z die Ausgabe. Dabei
sind die Wachen und Ziele mit einem ,, | “ getrennt. Die Vereinfachungsregeln fiir dieses
Constraint in Constraint Handling Rules wiirden dann wie folgt aussehen [28]]:

and(X,Y,Z) <=>X =0 | Z2 =20
and(X,Y,Z) <=>Y =0 | 2z =20
and(X,Y,z) <=>27Z =1 | X =1, Y =1
and(X,Y,Z) <=> X =1 | Y = Z
and(X,Y,2) <=>Y =1 | X =12
and(X,Y,Z) <=> X =Y | Z =X

Wird der dritte Ausdruck betrachtet, das Constraint and(X,Y,Z) kann als X = 1,Y = 1 ver-
einfacht (umgeschrieben) werden, nur falls es bekannt ist, dass der Wert von Z 1 ist. Aus
diesem Beispiel kann beispielsweise auch schlussgefolgert werden, dass die Bedingung
Z =0 nicht ausreichend wire, um neue Konsequenzen zu extrahieren. Der Grund dafiir ist,
dass Z = 0 alleine keine Wache erfiillt.

Nebenldufige Programmierung bezieht sich auf das Szenario, dass mehrere Prozesse
miteinander kommunizieren miissen. Dafiir existiert es zwei Implementierungsmoglich-
keiten [73]: Entweder die Prozesse verfiigen iiber eine gemeinsame Ressource (z.B. Spei-
cher) oder sie konnen sich gegenseitig Nachrichten senden.

Logikprogramme sind im Allgemeinen zur parallelen Ausfithrung gut geeignet. Es
existieren folgende parallele Auswertestrategien fiir Logikprogramme [35]:

1. UND-Parallelismus: Mehrere Literale im Rumpf einer Anfrage werden parallel ab-
gearbeitet.
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2. ODER-Parallelismus: Es konnen mehrere Programmklauseln fiir ein Literal existie-
ren. Die Klauseln fiir dasselbe Literal werden fiir einen Beweis parallel verwendet.

3. Engagierte Wahl (engl. committed choice): Klauselriimpfe werden um eine Wache
erweitert.

<head> :- <guard> | <body>

Falls mehrere Klauseln fiir ein Literal existieren, wird nicht-deterministisch eine Klau-
sel ausgewdhlt, bei der die Wache beweisbar ist, und die anderen Moglichkeiten igno-
riert.

In den ersten beiden Moglichkeiten ist die Parallelitit nicht unmittelbar sichtbar fiir den
Programmierer, sondern sie ist nur ein Implementierungsaspekt. Die engagierte Wahl ent-
hélt jedoch explizite Konstrukte zur Nebenldufigkeit. Diese Konstrukte wurden erstmalig
im Rahmen von Japans , Fifths Generation Computing Project” entwickelt [39].

Die Ideen von diesem Projekt wurde von Vijay A. Saraswat weiterentwickelt und mit
der damals neu eingefiihrten Constraint-Programmierung kombiniert. Das Ergebnis war
das Modell fiir die nebenldufige Constraint-Programmierung [66]. Nach diesem Modell
existieren mehrere nebenldufige Prozesse, die auf einem gemeinsamen Constraintstore ar-
beiten. Genauso wie CLP(X) kann das Modell fiir die nebenldufige Constraint-Programmie-
rung mit unterschiedlichen Strukturen je nach dem Typ der Constraints in dem Cons-
traintstore instanziiert werden.

Jeder nebenldufige Prozess hat zwei Aktionsmoglichkeiten: ask und tell [73]. Mit der
ask-Operation kann gefragt werden, ob die Constraints im Constraintstore das angefrag-
te Constraint implizieren (engl. entail). Mit der tell-Operation konnen neue Constraints
zum Constraintsore hinzugefiigt werden. Ein neues Constraint kann jedoch nur nach einer
Konsistenzpriifung zum Constraintstore hinzugefiigt werden, weil ein Constraintstore kei-
ne inkonsistenten Constraints enthalten darf. Unter Konsistenz wird wie bei der normalen
Constraint-Programmierung die Existenz mindestens einer Variablenbelegung verstanden,
die alle Constraints erfiillt. Das Hinzuftigen eines Constraints wird als (logische) Konjunk-
tion der hinzugeftigten Constraint und des Inhalts vom Constraintstore, der den vorheri-
gen Zustand reprasentiert, dargestellt. Bei der Aktualisierung des gemeinsamen Speichers
geht es also nicht darum, die Werte der Variablen zu d&ndern, sondern darum, einige der zu-
vor moglichen Werte auszuschlieSen. Mit anderen Worten: Das Constraintstore wird mo-
noton verfeinert [29].

Die Synchronisierung zwischen nebenldufigen Prozessen wird durch eine blockierende
Ask-Operation erreicht [66]: Ein Prozess wird blockiert, wenn er versucht zu fragen, ob
ein Constraint durch das gegebene Constraintstore impliziert ist. Falls dies noch nicht der
Fall ist, bleibt der Prozess so lange blockiert, bis (wenn iiberhaupt) andere gleichzeitig aus-
filhrende Prozesse dem Constraintstore Constraints hinzufiigen, sodass das resultierende
Constraintstore die Anfrage oder ihre Negation implizieren (engl. entail) kann. Somit er-
folgt die Synchronisation durch Giiltigkeit von Constraints, also, auf einer logischen Ebe-
ne [35].

Wie mehrere Prozesse iiber ein gemeinsames Constraintstore miteinander interagieren
konnen, soll mit dem in der Abbildung 3.1 dargestellten Beispiel gezeigt werden: Ange-
nommen, sei S ein anfangs leeres Constraintstore und seien A;,A,,A3,A4 die Prozesse, die
tiber S unterschiedliche Aktionen durchfiihren mochten. Ein Pfeil in das Constraintstore
beschreibt eine tell-Operation und ein Pfeil aus dem Constraintstore heraus entspricht ei-
ner ask-Operation. Die Verkettung zweier Aktionen wird mit einem Punkt beschrieben.
Jtemperatur = 20?.P” bedeutet beispielsweise, dass zuerst eine ask-Operation fiir das Cons-
traint temperatur = 20 durchgefiihrt wird. Falls das Constraintstore dieses Constraint im-
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A4 temperatur < 60 Ay temperatur = 207.P

5 Constraintstore

A 0 < temperatur < 100?.Q Ay temperatur = 10

Abbildung 3.1: Interaktion mehrere Prozesse iiber ein gemeinsames Constraintstore

pliziert, so wird danach der Prozess P ausgefiihrt (vgl. Wachen oben). Sei aufierdem die
Reihenfolge der Aktionen so, dass A; vor A>, A vor A3 und Az vor A4 ausgefiihrt wird.

Der Prozess A; fingt an und fligt das Constraint temperatur < 60 zum leeren Cons-
traintstore S hinzu. Der Zustand von S wird dann S = {temperatur < 60}. Der néchste
Prozess A, fragt, ob temperatur = 20 aus dem aktuellen Zustand von S hergeleitet werden
kann. Das ist jedoch nicht moglich und somit wird der Prozess P auch nicht ausgefiihrt.
Der Prozess A; wird somit blockiert. Das gleiche gilt auch fiir Prozess Az, weil das Cons-
traint 0 < temperatur < 100 auch nicht aus S = {temperatur < 60} hergeleitet werden kann. A3
wird damit auch blockiert. A4 ist an der Reihe und versucht, das Constraint temperatur > 10
zum Constraintstore hinzufiigen. Das Constraint temperatur > 10 ist mit S konsistent und
kann deswegen zum Constraintstore hinzugefiigt werden. Das Constraintstore enthélt so-
dann die beiden Constraints temperatur < 60 und temperatur > 10. Aus diesem neuen Cons-
traintstore kann aber auch hergeleitet werden, dass das Constraint 0 < remperatur < 100 von
Aj gilt. Damit ist die Bedingung bei A3 erfiillt und der Prozess Q kann auch ausgefiihrt wer-
den. Es ist nattirlich moglich, dass Prozess Q zum Constraintstore weitere Informationen
hinzufiigt. Falls das Constraintstore von Q so gedndert wird, dass das Constraint von Pro-
zess A erfiillt werden kann, kann Prozess P auch ausgefiihrt werden. Sonst bleibt A, fiir
immer blockiert.

Ein wichtiger Unterschied zum {tiblicherweise verwendeten Ansatz des gemeinsamen
Speichers ist, dass keine Information aus dem Constraintstore geloscht werden kann [35].
Das heifst, ein Constraintstore wird nur mit Information angereicht, aber es werden daraus
nie Informationen entfernt. Dies hat folgende Konsequenzen [35]:

¢ Die Reihenfolge der Prozessbearbeitung kann andere Prozesse nicht blockieren.

¢ Hierdurch werden Deadlocks, die nur auf Grund eines ungtinstigen Scheduling ent-
stehen, automatisch vermieden.

Durch dieses Modell wird die nebenldufige Programmierung auf eine deklarative Ebene
gehoben, weswegen das Modell auch deklarative Nebenldufigkeit (engl. declarative con-
currency) genannt wird [35].

Mit Hilfe eines Beispiels kann gezeigt werden, wie diese Konzepte mit den vorhin ein-
gefiihrten Wachen zusammenarbeiten. Der folgende Prozess hat drei Variablen X, Y, Z und
die Aufgabe des Prozesses ist es, dass die dritte Variable immer das Maximum der anderen
beiden Variablen annimmt.
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max(X,Y,2) := X <=Y | Y =72
OX>Y | X=2

Mit ,,:=" wird ein Prozess eingeleitet. Die Constraints links des senkrechten Strichs ,, | “ fiith-
ren eine ,ask”-Aktion durch und formulieren somit eine Abfrage. Die Constraints rechts
des senkrechten Strichs ,, | “ sind die ,tell“-Constraints, die zum Constraintstore hinzu-
gefligt werden miissen. Die Abfragen links stellen Bedingungen dar, die erfiillt werden
miissen, damit ,tell”-Aktionen durchgefithrt werden kénnen. Mit dem O-Symbol werden
Alternativen bezeichnet, die als engagierte Wahl betrachtet werden. Im Gegensatz zur Lo-
gikprogrammierung, wo bei mehreren passenden Regeln (fiir dieses Beispiel wére dies der
Fall fiir X =Y) alle der Reihe nach ausprobiert werden, werden hier beide Alternativen
abgearbeitet und der erste Prozess, der mit der Berechnung der Wache fertig ist, darf wei-
terarbeiten. Der andere Prozess wird terminiert.
Der Prozess max(X,Y,Z) arbeitet dann folgendermafen:

1. Er wartet, bis entweder X <Y oder X >Y aus dem Constraintstore gefolgert werden
kann (entailment, ask), und

2. Er wahlt dann eine passende Alternative und fiigt ein Gleichheitsconstraint zum
Constraintstore hinzu (tell).

Das Modell der nebenldufigen Constraint-Programmierung stellt somit ein sauberes
und einfaches Modell fiir die Synchronisierung nebenldufiger Berechnungen auf der Grund-
lage von Constraints dar. Fiir dieses wurden auch mehrere Sprachen entwickelt. AKL war
eine der ersten Sprachen, die nebenldufige Constraint-Programmierung umsetzte [45]. Ein
weiteres Beispiel ist Oz, fiir dessen Entwicklung auch ein objekt-orientierter Ansatz ver-
folgt wurde [40]. Spéter taten sich die beiden Entwicklerteams zusammen, um Oz und
das dazugehorige Programmiersystem Mozart weiterzuentwickeln [29]. Derzeit werden
Oz und Mozart in vielen verschiedenen Anwendungsbereichen eingesetzt, in denen die
enge Kombination von Nebenldufigkeit und Problemlosungsfihigkeit grofses Potential ge-
zeigt hat.
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KAPITEL 4

Sprachen fur Constraint-Programmierung

In diesem Kapitel werden drei Sprachen fiir Constraint-Programmierung vorgestellt. Ins-
besondere wird die Kernfunktionalitit dieser Sprachen diskutiert und es wird darauf ein-
gegangen, welche Doménen von diesen Sprachen unterstiitzt werden. Auflerdem werden
die Methoden dieser Sprachen aufgeschliisselt, um Constraints aus unterschiedlichen Do-
ménen losen zu konnen. Bei der Wahl der hier genannten Sprachen wurden einige Kriterien
beriicksichtigt. Diese sind wie etwa, geschichtliche Bedeutung, Anzahl und Variation der in
der Sprache implementierten Constraintdoméanen und Neuigkeiten, die durch die Sprache
in die Constraint-Programmierung eingefiihrt wurden.

Die erste Sprache, die genannt wird, ist CHIP, die grofie historische Bedeutung hat auf-
grund der Variation der Constraintdoménen und auch wegen der Konsistenztechniken, die
zum ersten Mal in einer CP-Sprache verwendet wurden. Die zweite Sprache ist CLP(R), die
ebenfalls eine grofse historische Bedeutung hat. Diese grofie historische Bedeutung ist vor
allem der Bemiihung geschuldet, die Doméne der reellen Zahlen zum ersten Mal in einer
CP-Sprache zu unterstiitzen. Zuletzt werden Constraint Handling Rules vorgestellt. Cons-
traint Handling Rules sind eher als eine Spracherweiterung wahrzunehmen, die dem Be-
nutzer Werkzeuge fiir die Modellierung neuer Constraintloser oder fiir benutzerdefinierte
Constraints anbietet.

41 CHIP

CHIP (Constraint Handling In Prolog) ist eine der ersten Sprachen fiir Constraint-Program-
mierung und wurde von Mehmet Dincbas, Pascal Van Hentenryck, Helmut Simonis, Ab-
derrahmane Aggoun, Thomas Graf und Frangoise Berthier im Jahr 1988 am European
Computer-Industry Research Centre (ECRC) in Miinchen entwickelt [20]. Die Besonder-
heit von CHIP war die Einfithrung der endlichen Doméanen. Wie der Name impliziert, war
CHIP eine Prolog-basierte Sprache [68] und zudem war CHIP die erste CP-Sprache, in der
Konsistenztechniken umgesetzt wurden [63].
CHIP bietet dem Programmierer drei Constraintdoménen an. Diese sind:

¢ Endliche Dominen,

¢ Boolesche Terme sowie

29
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¢ Lineare rationale Terme.

Fiir die endlichen Doménen bietet CHIP nicht nur arithmetische Constraints, sondern
auch symbolische, benutzer-definierte Constraints und Constraints hoherer Ordnung [20].
Zur Losung dieser Constraints werden die bereits vorgestellten Konsistenztechniken ver-
wendet. Symbolische Constraints arbeiten wie die zuvor eingefiihrten globalen Constraints.
Constraints dieser Art ermoglichen eine nattirliche Problemstellung und eine effizientere
Problemlosung [20]. Dabei wird ein bestimmtes Pradikat mit Hilfe von Konsistenztech-
niken als Constraint behandelt. Die einzige Voraussetzung dafiir, dass ein Pradikat als
Constraint behandelt werden kann, ist, dass seine Grundinstanzen entweder erfolgreich
sind oder in endlicher Zeit scheitern. CHIP ist die erste Sprache, die derartige benutzer-
definierte Constraints erlaubt.

Constraints hoherer Ordnung werden zur Modellierung von Optimierungsproblemen
verwendet [20]. Ein Beispiel fiir Constraints dieser Art kann das minimize-Constraint sein.
Dies hat die Form minimize(term, function) und findet eine Losung zum gegebenen Term so,
dass die ebenfalls gegebene Funktion minimiert wird.

Um Gleichheiten zwischen booleschen Termen zu 16sen, werden Boolean-Unifikations-
algorithmen verwendet. Der in CHIP umgesetzte Boolean-Unifikationsalgorithmus ist ein
Variablen-Eliminierungs-Algorithmus [20], der den kleinsten gemeinsamen Unifikator aus-
gibt, falls dieser existiert [47]. Da das Losen boolescher Constraints ein Entscheidungs-
verfahren fiir die Aussagenlogik darstellt und daher NP-vollstindig ist, hat jeder Algo-
rithmus fiir boolesche Constraints exponentielle Worst-Case-Komplexitit [28]. Es ist daher
sehr wichtig, eine kompakte Beschreibung von booleschen Termen zu verwenden, um eine
Losung effizient berechnen zu kénnen.

Die dritte Domaine, lineare rationale Terme, bezeichnet lineare Terme mit rationalen
Zahlen und rationalen Variablen [20]. Die Constraints dieser Doméne sind die arithme-
tischen Relationen zwischen diesen Termen. CHIP bietet ein Entscheidungsverfahren fiir
Constraints auf linearen rationalen Termen. Das bedeutet, dass CHIP fiir jede Menge von
Constraints (liber rationalen Termen) entscheiden kann, ob sie erfiillbar sind oder nicht.
Dieses Verfahren ist eine Anpassung des Simplex-Algorithmus, das auf der Eliminierung
von Variablen basiert.

Zwei der haufigsten Anwendungsgebiete fiir CHIP sind Terminplanung und Schal-
tungsentwurf [20]. Beispielsweise wurde die erste industrielle CP-Anwendung mit der
Sprache CHIP fiir den HIT-Containerhafen (engl. Hongkong International Terminals) in
Hongkong entwickelt: Das Ziel war, den Containerschiffen im Hafen Liegeplatze zuzuwei-
sen, und zwar so, dass Ressourcenbedarf wie etwa Stauraum fiir die Container minimal
ist [63].

42 CLP(R)

Die Sprache CLP(R) wurde als eine Instanziierung des CLP(X)-Schemas an der Monash
University, IBM Yorktown Heights und der Carnegie Mellon University entwickelt [44].
Die Grundlagen von CLP(R) wurden im Artikel ,,The CLP(R) Language and System” von
Joxan Jaffar, Spiro Michaylov, Peter J. Stuckey und Roland Yap vorgestellt [44]. Die Cons-
traintdomane von CLP(R) ist die lineare arithmetische Doméne tiber den reellen Zahlen R
(dargestellt durch FlieSkommazahlen) [68]. Die Sprache enthilt einen vollstindigen Cons-
traintlgser fiir lineare Terme, nicht-lineare Constraints werden dagegen verzogert berech-
net.
Das CLP(R)-System besteht aus drei Teilen [47]:

1. Eine Inferenzmaschine (engl. inference engine), die Ableitungsschritte ausfiithrt und
Variablenbindungen verwaltet,



4.3. CONSTRAINT HANDLING RULES (CHR) 31

2. Ein Modul zur Auswertung komplexer arithmetischer Ausdriicke und zur Umwand-
lung von Constraints in eine kanonische Form,

3. Ein Constraintloser, der Constraints 16st, die zu kompliziert sind, um direkt in der
Inferenzmaschine oder dem arithmetischen Modul behandelt zu werden, und der
auch verzogerte (nicht-lineare) Constraints verwaltet.

Der Constraintloser von CLP(R) enthélt wiederum drei Teile: Einen Gleichungsloser,
einen Ungleichungsloser und ein , delay”-Modul (dt. Verzogerung) [47]. Der Gleichungs-
l6ser verwendet eine Form des Gaufischen Elimination zum Losen von Gleichungen. Der
Ungleichungsloser verwendet eine inkrementelle Form der Simplex-Methode. Nichtlinea-
re Gleichungen werden erst gelost, sobald sie linear werden, und in diesem Fall an den
Gleichungsloser weitergeleitet.

CLP(R) fiihrt eine globale Konsistenzpriifung durch, sodass Widerspriiche und Redun-
danzen in Constraints erkannt werden kénnen [30].

Das vermutlich wichtigste Anwendungsgebiet von CLP(R) ist Elektrotechnik [36]. Die
Komplexitit der Systeme, die bei elektrotechnischen Problemen entstehen, haben diese An-
wendung zu einem Kandidaten fiir die Benutzung von CLP(R) gemacht. Einige andere
Anwendungen fiir CLP(R) sind Differentialgleichungen, Optionshandel und Musiktheo-
rie [1].

4.3 Constraint Handling Rules (CHR)

In klassischen Sprachen fiir Constraint-Programmierung ist der Constraintloser fest in die
Sprache integriert und kann nicht modifiziert werden [25]. Das heifst, jede Sprache wird
mit einem oder mehreren Solvern fiir bestimmte Arten von Constraints geliefert. Dieser
,Blackbox”-Ansatz ist zwar in der Regel sehr effizient, aber unflexibel. Die Definition eines
neuen Losers ist damit oft schwierig: Man muss dessen Implementierung kennen und den
Propagierungsalgorithmus implementieren.

Aus dieser Motivation heraus wurden Constraint Handling Rules (CHR) als eine Er-
weiterung fiir hohere Programmiersprachen von Thom Frithwirth in , Theory and Practice
of Constraint Handling Rules” vorgestellt [25]. CHR ist eine leistungsfahige Sprache zur
Modellierung von Losern, die auf dem Umschreiben von Constraints in einfachere Cons-
traints beruht, bis diese gelost sind [32]. Mit CHR kénnen benutzerdefinierte Constraints in
eine gegebene Host-Sprache eingefiihrt werden und Verhalten des Constraintlsens kann
beeinflusst werden. CHR wird typischerweise als eine Bibliothek bereitgestellt, die auch
einen Compiler und ein Laufzeitsystem in der Hostsprache umfasst.

CHR basiert auf zwei Konzepten: Vereinfachung und Propagierung von benutzerde-
finierten Constraints [32]. Die Vereinfachungsregeln ersetzen Constraints durch einfache-
re Constraints, wobei die logische Aquivalenz erhalten bleibt. Propagierungsregeln fiigen
neue, logisch redundante Constraints hinzu, die zu weiteren Vereinfachungen fithren koén-
nen. Vereinfachungsregeln haben die Form H<G|B und Propagierungsregeln haben die
Form H=-G | B. Dabei besteht H aus einer Konjunktion von CHR-Constraints. Die optionale
Wache G ist eine Konjunktion von eingebauten Constraints. Der Korper B ist eine Konjunk-
tion von eingebauten und CHR-Constraints. Ein Beispiel fiir eine solche Vereinfachungs-
regel ist X<YAY<X & X=Y , wihrend eine mogliche Propagierungsregel X<YAY<Z =
X<Z sein kann.

CHR ist nicht unbedingt als eine neue Programmiersprache zu sehen, sondern als eine
Spracherweiterung, die in die Syntax mehrerer Wirtssprachen einfiigt wird [26]. CHR ist
inzwischen in den meisten wichtigen Sprachen fiir Constraint-Programmierung wie etwa
SICStus, SWI oder ECLiPSe implementiert. Dariiberhinaus gibt es auch Implementierun-
gen von CHR fiir viele Allzwecksprachen wie etwa Haskell, C, Java [26].
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Beispielhafte Verwendungen von Constraint-Programmierung

Constraint-Programmierung hat sich fiir viele Anwendungsgebiete als niitzlich und vor-
teilhaft erwiesen. Aus Platzgriinden werden im Folgenden zwei dieser Anwendungsge-
biete mit jeweils einem Beispiel erldutert. Diese Beispiele sind den Anwendungsgebieten
automatisierte Planung und Verifikation digitaler Schaltungen entnommen.

Das Potential, das Constraint-Programmierung bei der automatisierten Planung ge-
zeigt hat, war einer der wichtigsten Griinde fiir die Weiterentwicklung von Constraint-
Programmierung. Besonders mit der endlichen Constraintdoméne wurden fiir die Proble-
me der automatisierten Planung ein neuer Losungsansatz vorgeschlagen. Deswegen soll
die Losung eines einfachen aber anschaulichen Problems aus dieser Problemdomane als
Beispiel dienen.

Das zweite Beispiel wird dem Anwendungsgebiet der Verifikation digitaler Schaltun-
gen entnommen, wobei fiir die Losung die boolesche Doméne verwendet wird.

5.1 Automatisierte Planung

Dieses Beispiel ist inspiriert durch das Planungsbeispiel aus dem Artikel , Constraint Lo-
gic Programming - An Informal Introduction” von Thom Frithwirth et al [28]. Sei im Fol-
genden eine Fabrik gegeben, in der die Produktherstellung aus den Produktionsschritten
S1,52,83,54,55,56 besteht. Es wird angenommen, dass jeder Schritt eine Stunde dauert und
die vollstindige Herstellung fiinf Stunden dauern soll.

Zwischen den einzelnen Schritten existieren Abhédngigkeiten, die in Abbildung 5.1 dar-
gestellt sind. Dabei muss eine Teilaufgabe links eines Striches vor dem Schritt rechts des
Striches erledigt werden. AufSerdem gibt es die Einschrankung, dass die Schritte 2 und
S3 nicht gleichzeitig erledigt werden kénnen (z.B. weil diese Schritte unter Aufsicht der
gleichen Person durchgefiihrt werden miissen).

Das beschriebene Problem kann als ein Constrainterfiillbarkeitsproblem ausgedriickt
werden, indem den Teilaufgaben Si, 1 <i < 6, Zeitpunkte aus der Menge {1,2,3,4,5}, die
den fiinf Stunden entsprechen, zugewiesen werden. Die durch die Abbildung veranschau-
lichten Constraints konnen folgendermafien geschrieben werden:

before (S1,S2)
before (S1, S3)
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Abbildung 5.1: Abhédngigkeiten zwischen einzelnen Schritten

before (S2,S6)
before (S3,S5)
before (S4,S5)
before (S5, 56)
notequal (52, S3)

Durch die Constraintpropagierung werden die Doménen der Variablen reduziert. Wird
etwa die Bogen-Konsistenz angewandt auf das Constraint before (51, S2), so ergibt sich
fur die Variable S1 die Wertemenge {1,2,3,4} und fiir die Variable S2 die Wertemenge
{2,3,4,5}. Bogen-Konsistenz wird auf allen be fore-Constraints angewandt, bis die Do-
ménen einzelner Variablen durch Constraintpropagierung nicht mehr reduziert werden
koénnen. Es ergeben sich damit folgende Doménen fiir die Anfangszeitpunkte der Teilauf-
gaben:

S1€{1,2},52 € {2,3,4},83 € {2,3},54 € {1,2,3},55 € {3,4},56 € {4,5}

Diese Dominen enthalten immer noch inkonsistente Werte, doch diese konnen durch
Konsistenztechniken nicht eliminiert werden. Deswegen muss auch eine Suche durchfiihrt
werden, in der Annahmen fiir Variablen getroffen werden miissen. In dieser Suche wird
zum Beispiel die Variable S1 mit dem Wert 2 belegt. Diese Annahme erlaubt weitere Pro-
pagierung, sodass sich fiir die Doménen von 52 und $3 die Wertebereiche {3,4} und {3}
ergeben. Die Propagierung wird fortgesetzt und es entsteht die folgende Losung fiir das
Problem:

S1€{2},52 € {4},83 € {2},54 € {1,2,3},585 € {4},56 € {5}

Diese muss nicht notwendigerweise die einzige Losung sein, weil durch die Annah-
me S1 =1 eine andere Losung entstehen kann. Jedoch lasst sich diese Losung wie folgt
interpretieren: Damit die Constraints erfiillt sind, miissen die Teilaufgaben S1,52,53, 55,56
zu bestimmten Zeitpunkten beginnen aber der Anfangszeitpunkt der Teilaufgabe S4 kann
relativ frei gewdhlt werden.

5.2 Verifikation Digitaler Schaltungen

Das nichste Beispiel ist dem Anwendungsgebiet der Verifikation digitaler Schaltungen ent-
nommen und entstammt dem Artikel , Practical Applications of Constraint Programming”
von Mark Wallace [77].

Die Idee der Schaltungsverifikation geht auf die folgende Idee zurtick [70]: Komplexe
Systeme lassen sich auf sehr unterschiedliche Weise zerlegen und modellieren (in funk-
tionale Komponenten, physikalische Komponenten, kausale Abldufe usw.). Fiir die Verifi-
kation von Schaltungen sollten zwei Modelle, das Verhaltensmodell und das funktionelle
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Modell, dquivalent sein. Die Verifikation entspricht dann dem Nachweis der Aquivalenz
der beiden Modelle.

Das Verhalten einer Schaltung wird als ein einziges globales Constraint modelliert, das
sich aus den Constraints zusammensetzt, die das Verhalten ihrer Komponenten modellie-
ren. Ein Volladdierer in einer digitalen Schaltung realisiert beispielsweise Constraints zwi-
schen seinen Eingdngen und Ausgédngen, die sich durch die Constraints der Gatter seiner
Komponenten wie folgt erfassen lassen:

full_adder (XIn, YIn, CarryIn, Sum, CarryOut) :—
and2 (XIn, YIn, C1),
xor (XIn, YIn, S1),
and2 (CarryIn, S1, C2),
xor (CarryIn, S1, Sum),
or (Cl, C2, CarryOut).

Der Volladdierer wird wiederum als Komponente in komplexeren Schaltungen, wie
dem n-Bit-Addierer, verwendet. Durch Rekursion kann eine einzige Regel fiir einen n-Bit-
Addjerer fiir einen beliebigen Wert von n wie folgt definiert werden, wobei ,[]* eine leere
Liste und ,,[Head | Tail]“ eine nichtleere Liste bezeichnet:

n_bit_adder (XBits, YBits, CarryIn, SumBits, CarryOut) :-

XBits = [], YBits = [] |
SumBits = [], CarryOut = Carryln;
XBits = [X|XT], YBits = [Y|YT], SumBits = [Sum|SumT] |

full_adder (X, Y, CarryIn, Sum, Carry),
n_bit_adder (XT, YT, Carry, SumT, CarryOut).

Wenn keine weiteren Bits in der Eingabe vorhanden sind, ist die erste Wache erfiillt, wenn
jedoch weitere Bits in der Eingabe vorhanden sind, ist die zweite Wache erfiillt.

Digitale Schaltungen werden aus einer Hierarchie von Teilschaltungen aufgebaut, und
ihre Constraints werden wiederum aus den mit ihren Teilschaltungen assoziierten Cons-
traints gebildet, wobei in der Regel intentionale Bezeichnungen wie die oben genannte
verwendet werden. Letztendlich werden alle Constraints aus den zugrundeliegenden boo-
leschen Funktionen gebildet. Der Boolesche Unifikationsalgorithmus zur Behandlung die-
ser Klasse von Constraints extrahiert die allgemeinste Losung fiir dieses globale Constraint:
Die Losung ist eine Darstellung des Verhaltens der gesamten Schaltung fiir jede beliebige
Eingabe.

Die Verifikation von Schaltungen beruht sodann auf einem Vergleich von Schaltungen
in dem Sinne, dass zu Eingangswerten einer Schaltung Ausgangswerte berechnet werden.
Es werden jedoch nicht alle Kombinationen von Eingangswerten zur Berechnung herange-
zogen, sondern nur jene, die fiir einen gewissen Ausgangswert relevant sind. Diese Menge
an Eingangswerten wird mit Hilfe der Constraints ermittelt. Liefern zwei unterschiedli-
che Schaltungen zu denselben Eingangswerten denselben Ausgangswert, so werden die
beiden Schaltungen als dquivalent angesehen und die Verifikation war erfolgreich.
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Fazit

6.1 Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit war es, einen Uberblick iiber die Constraint-Programmierung zu
geben. Dafiir wurden zuerst die Grundlagen eingefiihrt und danach wurden verschiede-
ne Constraint-Doménen und die dabei verwendeten Methoden beispielhaft erldutert. An-
schlieffend wurden nebenldufige und inkrementelle Constraint-Programmierung anhand
von Anwendungsbeispielen vorgestellt. Schliefflich wurden einige Sprachen fiir Constraint-
Programmierung und zwei Anwendungsbeispiele von Constraint-Programmierung pra-
sentiert.

Constraint-Programmierung erweitert Logikprogrammierung mit neuen Berechnungs-
doménen. Durch diese Erweiterung wird die Deklarativitdt und kurze Entwicklungszei-
ten der Logikprogrammierung mit der hohen Ausdruckskraft und Anwendungsrelevanz
des Constraintlosens kombiniert, weshalb Constraint-Programmierung von einigen als ein
Schritt zum heiligen Gral der Programmierung bezeichnet wird [5].

Der Erfolg von Constraint-Programmierung in unterschiedlichen Anwendungsgebie-
ten, insbesondere bei kombinatorischen Suchproblemen, verlangt danach, iiber dieses Pro-
grammierparadigma informiert zu sein. Constraint-Programmierung kann bei vielen Pro-
blemen die Perspektive erweitern.

6.2 Kiinftige Forschungsthemen

In diesem letzten Kapitel soll kurz die Zukunft der Constraint-Programmierung erlautert
werden.

Eine Gefahr fiir die Verbreitung von Constraint-Programmierung in der Industrie ist die
fehlende Standardisierung [63]. Es existiert keine allgemein akzeptierte Syntax fiir Cons-
traints. Wie bereits in Kapitel 2.2.2 erwdhnt wurde, hat etwa jeder CLP(FD)-Loser seine
eigene Syntax zur Definition von Doménen und es ist auch moglich, dass gleiche globale
Constraints unter unterschiedlichen Namen bekannt sind.

Das zweite Problem ergibt sich aus imperativen und objektorientierten Sprachen [63]:
Viele Loser sind auch mit C++ oder Java-Syntax verfiigbar, wodurch die Vorteile der Logik-
programmierung aufgegeben werden, jedoch mit dem Vorteil einer einfacheren Integration
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in bereits bestehende Anwendungen.

Sprachen fiir Constraint-Programmierung sind in der Regel nur durch erfahrene Be-
nutzer anwendbar [63]. Das bedeutet, dass effiziente Suchstrategien und Heuristiken vom
naiven Benutzer oft nicht verstanden werden. Verbesserungen bei der Benutzerfreundlich-
keit kann die Verbreitung von Constraint-Programmierung erhthen.

Die Forschung der Constraint-Programmierung konzentriert sich stark auf Effizienz-
gewinne, wofiir Verbesserungen in unterschiedlichen Aspekten notwendig sind. Es wird
zum Beispiel erwartet, dass die Entwicklung schnellerer und effizienterer Loser die Ak-
zeptanz von Constraint-Programmierung allgemein verbessern und die Aufnahme von
Techniken, Konstrukten und Bibliotheken der Constraint-Programmierung in konventio-
nelle Sprachen fordern wird [75]].

Eine weitere Steigerung der Effizienz ist beim Suchverhalten moglich, wo vorgeschla-
gen wird, das chronologische Backtracking-Suchmodell von CP-Sprachen mit lokalen Such-
techniken zu kombinieren [55]].

Ein weiterer Ansatz zur Erhohung der Effizienz besteht in Parallelisierung [55]. Cons-
traint-Programmierung ist aufgrund seiner Deklarativitat zur Parallelisierung gut geeig-
net. Es wird vermutet, dass die kommende Hardware-Generation fiir weitere Geschwin-
digkeitssteigerungen auf Parallelitdt angewiesen sein wird und dass deklarative Paradig-
men wie Constraint-Programmierung daher immer wichtiger werden konnten.

Mit dem Aufkommen von Big Data sind noch zwei Herausforderungen fiir Constraint-
Programmierung erschienen: Skalierbarkeit und Unbestidndigkeit (engl. uncertainty) [23].
Das exponentiell wachsende Datenvolumen in allen Anwendungsbereichen erfordert, dass
sich auch Constraint-Programmierung an diese neue Bedingung anpasst. Unbestdandigkeit
bezieht sich auf die dynamische Natur von realen Anwendungen. Beispielsweise kann bei
Terminplanung die Dauer einer Aufgabe ungewiss sein, wahrend bei Bestandsverwaltung
(engl. inventory management) die Kundennachfrage ungewiss sein kann.

Ein weiteres Forschungsgebiet sind Constraint-Datenbanken. Die Grundidee von Cons-
traint-Datenbanken besteht darin, den Begriff des Tupels in einer relationalen Datenbank
zu einer Konjunktion von Constraints zu verallgemeinern [48]. Den Grundstein fiir diesen
Bereich legten in ,,Constraint Query Languages” Paris C. Kanellakis, Gabriel M. Kuper und
Peter Z. Revesz [46].

Ein ebenso vielversprechender Forschungsschwerpunkt ist Constraint-Lernen. Der Be-
griff Constraint-Lernen bezieht sich auf das Problem, eine Menge von Constraints zu fin-
den, die einen gegebenen Datensatz erfiillen [61]. Constraint-Lernen wird verwendet, wenn
die Struktur oder die Parameter des zu l16senden Constrainterfiillbarkeits- oder Constraint-
soptimierungsproblems (teilweise) unbekannt sind und aus Beispielen abgeleitet werden
muiissen [72].
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