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%FDMBSBUJPO

* IFSFCZ BTTVSF UIBU UIJT QSPKFDU JT UIF SFTVMU PG NZ PXO XPSL FYDFQU XIFSF FYQMJDJU
SFGFSFODF JT NBEF UP UIF XPSL PG PUIFST�

* BMTP DPOSN UIBU UIJT XPSL IBT OPU CFFO TVCNJ॒FE GPS BOPUIFS RVBMJDBUJPO UP UIJT
PS BOZ PUIFS VOJWFSTJUZ�

.VOJDI UIF .BSDI �� ����



OPXMFEHNFOUTࠨ"

* XPVME MJLF UP FYQSFTT NZ TJODFSF HSBUJUVEF UP NZ TVQFSWJTPS य़PNBT 1SPLPTDI�
य़SPVHIPVU NZ UIFTJT IF QSPWJEFE NF XJUI WBMVBCMF HVJEBODF BOE IFMQ� )F BMXBZT
GPVOE UJNF GPS NF JO UIF NJEEMF PG IJT CVTZ TDIFEVMF UP HP PWFS UIF EFUBJMT BOE QSPWJEF
TVHHFTUJPOT BOE EJSFDUJPO�

* XPVME MJLF UP UIBOL UIF EFQBSUNFOU $IBJSQFSTPO 1SPG� %S� 'SBO§PJT #SZ GPS HJW�
JOH NF UIF PQQPSUVOJUZ UP EP NZ UIFTJT BOE IJT SFWJFX BOE DPNNFOUT�

'JOBMMZ * XPVME MJLF UP UIBOL NZ FOUJSF GBNJMZ GPS UIFJS GFFECBDL TVQQPSU BOE MPWF�



"CTUSBDU

5FSN JOEFYJOH NFUIPET IBWF B NBKPS JNQBDU PO UIF TQFFE PG MPHJD QSPHSBNNJOH MBO�
HVBHFT BOE BVUPNBUFE UIFPSFN QSPWJOH TZTUFNT� 4VCTUJUVUJPO USFFT BSF XFMM FTUBC�
MJTIFE UFSN JOEFYFT GPS MPHJD QSPHSBNNJOH BOE UIFPSFN QSPWJOH CFDBVTF PG UIFJS QFS�
GPSNBODFT� )PXFWFS UIFZ SFMZ PO IFVSJTUJDT BOE JHOPSF UIF QBSUJBM PSEFS UIBU JT JO�
IFSFOU UP UFSNT� 0O UIF PUIFS IBOE JOTUBODF USJFT IBWF CFFO SFDFOUMZ QSPQPTFE BT B
OPWFM UFSN JOEFY GPS MPHJD QSPHSBNNJOH BOE BVUPNBUFE UIFPSFN QSPWJOH� *OTUBODF
USJFT NBLF VTF PG UIF UFSN PSEFS XJUIPVU IBWJOH UP SFTPSU UP IFVSJTUJDT� *O UIJT CBDIF�
MPST UIFTJT UIF Fਖ਼DJFODZ PG JOTUBODF USJFT JT FYBNJOFE JO NPSF EFUBJM PO UIF CBTJT PG
FTUBCMJTIFE CFODINBSLT BOE BOE JU JT DPNQBSFE XJUI UIBU PG TVCTUJUVUJPO USFFT�



$POUFOUT

� *OUSPEVDUJPO �
��� .PUJWBUJPO BOE PWFSWJFX � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� .PUJWBUJPO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
����� 0WFSWJFX � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� य़F QSPHSBNNJOH MBOHVBHF 3VTU � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� 0WFSWJFX PO UFSN JOEFYJOH �
��� "VUPNBUFE SFBTPOJOH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� "VUPNBUFE UIFPSFN QSPWJOH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� -PHJD 1SPHSBNNJOH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� 5FSN JOEFYJOH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� 4VCTUJUVUJPO USFFT �
��� 0WFSWJFX � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� 4VCTUJUVUJPO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
����� *EFNQPUFOU TVCTUJUVUJPO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
����� .BUDIFS � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
����� 1PTJUJPOT JO B UFSN � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
����� /PSNBMJTBUJPO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� 4VCTUJUVUJPO USFFT BOE UIFJS JNQMFNFOUBUJPO � � � � � � � � � � � � � � ��
����� 7BSJBOU OPEFT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� .4$( 	.PTU 4QFDJD $PNNPO (FOFSBMJTBUJPO
 � � � � � � � � � � � � � ��
����� $PNQVUJOH B DPNNPO HFOFSBMJTBUJPO PG UXP TVCTUJUVUJPOT � � ��
����� 6TBHF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� *OTUBODF USJFT ��
��� 6OJDBUJPO BMHPSJUINT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� 6OJFS � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� *OTUBODF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� .BUDIJOH BOE JOTUBOUJBUJPO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� *OTUBODF USJFT BOE UIFJS JNQMFNFOUBUJPO � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� 1FSGPSNBODF BOE NFBTVSFNFOUT ��
��� $0.1*5 	$0.1BSJOH *OEFYJOH 5FDIOJRVFT GPS BVUPNBUFE EFEVDUJPO
 ��



��� 5FTU DBTFT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� *NQMFNFOUBUJPO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 3VOUJNF NFBTVSFNFOUT � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� $PEF BOE EBUB ��

� "OBMZTJT ��

� $PODMVTJPO ��

� 'VUVSF XPSL BOE TVHHFTUJPOT ��

-JUFSBUVSF ��
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� *OUSPEVDUJPO

��� .PUJWBUJPO BOE PWFSWJFX

����� .PUJWBUJPO

'JSTU�PSEFS UFSNT DPOTUJUVUF UIF CBTJD SFQSFTFOUBUJPOBM VOJU PG JOGPSNBUJPO JO TFWFSBM
EJTDJQMJOFT PG DPNQVUFS TDJFODF TVDI BT BVUPNBUFE EFEVDUJPO UFSN SFXSJUJOH TZN�
CPMJD DPNQVUJOH BOE MPHJD BOE GVODUJPOBM QSPHSBNNJOH� *O DPOUFYUT XIFSF UIF EBUB
TFUT HFU MBSHF BOE�PS LFFQ HSPXJOH BT JO BVUPNBUFE UIFPSFN QSPWFST BOE EFEVDUJWF
EBUBCBTFT OFX UFDIOJRVFT BSF OFFEFE UP TQFFE VQ UIF PQFSBUJPOT PO UFSNT� य़F UJNF
TBWFE GSPN PQFSBUJPOT MJLF SFUSJFWBMT PG DBOEJEBUF UFSNT DPVME CF VTFE GPS QFSGPSNJOH
PUIFS VTFGVM DPNQVUBUJPOT�

य़F JOUFSFTU JO UFSN JOEFYJOH IBT HSPXO BT FYQFSJNFOUT QPJOUFE PVU UIBU UIFPSFN
QSPWFST UIBU VTF HFOFSBUJWF QSPDFEVSFT MJLF SFTPMVUJPO 	3PCJOTPO����C� $IBOH BOE
-FF ����
 PS ,OVUI�#FOEJY DPNQMFUJPO 	,OVUI BOE #FOEJY����
 GBDF UIF QSPCMFN PG
QFSGPSNBODF EFHSBEBUJPO BT NFOUJPOFE CZ 8PT <����>�

ۡ"ॏFS B GFX $16 NJOVUFT PG VTF B SFBTPOJOH QSPHSBN UZQJDBMMZ NBLFT
EFEVDUJPOT BU MFTT UIBO � QFSDFOU PG JUT BCJMJUZ BU UIF CFHJOOJOH PG B SVO�ۡ

5FSN JOEFYJOH QBSUJDVMBSMZ JOVFODFT B TZTUFNT QFSGPSNBODF CZ QSPWJEJOH SBQJE
BDDFTT UP STU�PSEFS UFSNT XJUI TQFDJD QSPQFSUJFT� 4FWFSBM UFSN JOEFYJOH NFUIPET
IBWF CFFO EFWFMPQFE BOE TFWFSBM FYQFSJNFOUT IBWF CFFO DPOEVDUFE PO UIFN� 6OUJM
OPX TVCTUJUVUJPO USFFT BDIJFWF NBYJNBM TFBSDI TQFFE QBJSFE XJUI NJOJNBM NFNPSZ
SFRVJSFNFOUT JO WBSJPVT FYQFSJNFOUT BOE PVUQFSGPSN USBEJUJPOBM UFDIOJRVFT TVDI BT
QBUI JOEFYJOH EJTDSJNJOBUJPO USFF JOEFYJOH BOE BCTUSBDUJPO USFFT CZ DPNCJOJOH UIFJS
BEWBOUBHFT BOE BEEJOH TPNF OFX GFBUVSFT�
"EWBODFT JO UFSN JOEFYJOH IBE HSFBU JNQBDU PO UIF EFTJHO BOE QFSGPSNBODF PG BV�
UPNBUFE SFBTPOJOH TZTUFNT JO UIF MBTU EFDBEF� "T Fਖ਼DJFODZ BOE QSPHSFTT SFNBJO UIF
NBJO GPDVT PG SFTFBSDIFST B OFX UFSN JOEFYJOH UFDIOJRVF IBT CFFO JNQMFNFOUFE
OBNFMZ JOTUBODF USJFT� य़F GPDVT PG UIJT UIFTJT JT UP WBMJEBUF FYQFSJNFOUBMMZ UIBU JO�
TUBODF USJFT QFSGPSN VQEBUFT BOE SFUSJFWBM PQFSBUJPOT GBTUFS UIBO TVCTUJUVUJPO USFFT� 5P
FWBMVBUF CPUI JOTUBODF USJFT BOE TVCTUJUVUJPO USFFT STUMZ CPUI EBUB TUSVDUVSFT IBWF
CFFO JNQMFNFOUFE JO UIF 3VTU QSPHSBNNJOH MBOHVBHF� "ॏFSXBSET UIF QFSGPSNBODF
PG CPUI IBT CFFO FYBNJOFE PO UIF CBTJT PG FTUBCMJTIFE CFODINBSLT� -BTUMZ UIF SFTVMUT
GSPN UIF JOTUBODF USJFT BOE TVCTUJUVUJPO USFFT IBWF CFFO DPNQBSFE BOE B DPODMVTJPO
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IBT CFFO ESBXO�

����� 0WFSWJFX

य़JT UIFTJT JT TUSVDUVSFE BT GPMMPXT� $IBQUFS � HJWFT B CSJFG JOUSPEVDUJPO PO UFSN JO�
EFYJOH� $IBQUFS � JT EFEJDBUFE UP TVCTUJUVUJPO USFFT BOE POF PG JUT DFOUSBM BMHPSJUIN
UIF NPTU TQFDJD DPNNPO HFOFSBMJTBUJPO� *O DIBQUFS � JOTUBODF USJFT BSF CFJOH QSF�
TFOUFE BT XFMM BT UIFJS LFZ BMHPSJUIN UIF JOTUBODF USJF VOJDBUJPO BMHPSJUIN� "U UIF
FOE PG DIBQUFS � UIF BQQSPBDI PG UIF JNQMFNFOUBUJPO PG UIF JOTUBODF USJFT JT QSFTFOUFE�
*O DIBQUFS � UIF GPDVT MJFT PO UIF UFTU DBTFT BT XFMM BT UIF QFSGPSNBODF BOE NFBTVSF�
NFOUT� य़F SFTVMUT BSF CFJOH QSFTFOUFE JO $IBQUFS � UP � BOE JO DIBQUFS � GVUVSF XPSL
BOE TVHHFTUJPOT BSF DPOTJEFSFE�

��� ࠬF QSPHSBNNJOH MBOHVBHF 3VTU

*O UFSN JOEFYJOH TZTUFNT TQFFE JT PG VUNPTU JNQPSUBODF� य़F DIPJDF PG B QSPHSBNNJOH
MBOHVBHF EJDUBUFT UIF TQFFE PG BO BQQMJDBUJPO QSPHSBN� 0OF QSPHSBNNJOH MBOHVBHF
XIJDI QSPNJTFT Fਖ਼DJFOU DPEF JT 3VTU�
3VTU JT B QSPHSBNNJOH MBOHVBHF UIF SVOUJNF TZTUFN PG XIJDI JT PQFO TPVSDF UIBU GP�
DVTFT PO TQFFE NFNPSZ TBGFUZ BOE QBSBMMFMJTN� %FWFMPQFST VTF 3VTU GPS B XJEF SBOHF
PG BQQMJDBUJPOT� (BNF FOHJOFT y PQFSBUJOH TZTUFNT r EBUB TZTUFNT BOE CSPXTFS DPN�
QPOFOUT 	.P[JMMB ����
� "O BDUJWF DPNNVOJUZ PG WPMVOUFFS DPEFST NBJOUBJO UIF 3VTU
QSPHSBNNJOH MBOHVBHF BOE DPOUJOVFT UP BEE OFX FOIBODFNFOUT� .P[JMMB TQPOTPSFE
UIF 3VTU PQFO TPVSDF QSPKFDU 	?iiTb,ffrrrX`mbi@H�M;XQ`;
 GPS TFWFSBM ZFBST�
3VTU NBLFT TZTUFNT QSPHSBNNJOH BDDFTTJCMF CZ DPNCJOJOH TQFFE XJUI Fਖ਼DJFODZ� 6T�
JOH 3VTU QSPHSBNNFST DBO NBLF TPॏXBSF MFTT QSPOF UP CVHT BOE TFDVSJUZ FYQMPJUT�
.BOZ TUBUJDBMMZ�UZQFE MBOHVBHFT BMMPX GPS UIF DPODFQU PG /6--� -JLF )BTLFMM BOE
TPNF PUIFS NPEFSO QSPHSBNNJOH MBOHVBHFT 3VTU FODPEFT UIJT QPTTJCJMJUZ VTJOH UIF
UZQF TZTUFN�
0OF PG UIF CJHHFTU CFOFUT PG VTJOH B TZTUFNT QSPHSBNNJOH MBOHVBHF MJLF 3VTU JT UIF
BCJMJUZ UP IBWF DPOUSPM PWFS MPX�MFWFM BTQFDUT� 3VTU JO QBSUJDVMBS PFST UIF DIPJDF PG
TUPSJOH EBUB PO UIF TUBDL PS IFBQ BOE EFUFSNJOFT BU DPNQJMF UJNF XIFO NFNPSZ JT OP
MPOHFS OFFEFE BOE DBO CF DMFBOFE VQ� य़JT BMMPXT BO Fਖ਼DJFOU VTF PG NFNPSZ BT XFMM

yI॒QT���BSFXFHBNFZFU�ST
rGPS FYBNQMF 3FEPY 04
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BT B QFSGPSNBOU NFNPSZ BDDFTT�
6OMJLF NBOZ FYJTUJOH TZTUFNT QSPHSBNNJOH MBOHVBHFT 3VTU TUSJWFT UP IBWF BT NBOZ
[FSP�DPTU BCTUSBDUJPOT BT QPTTJCMF� 5P QVU JU CMVOUMZ UIF QSPHSBNNFST DPEJOH TUZMF
TIPVME OPU BFDU UIF QFSGPSNBODF�
य़F CJHHFTU CFOFU 3VTU DBO QSPWJEF DPNQBSFE UP PUIFS MBOHVBHFT JT B CPSSPX DIFDLFS�
य़JT QBSU PG UIF DPNQJMFS JT SFTQPOTJCMF GPS FOTVSJOH UIBU SFGFSFODFT WBMVFT UIBU SFGFS
UP DFSUBJO EBUB CVU EP OPU PXO JU EP OPU PVUMJWF UIJT EBUB� य़JT QSPWJEFT UIF PQQPSUV�
OJUZ UP FMJNJOBUF FOUJSF DMBTTFT PG CVHT DBVTFE CZ NFNPSZ VOTBGFUZ�
य़JT CFOFU DBO BMTP CFDPNF B EJਖ਼DVMUZ PG UIF 3VTU QSPHSBNNJOH MBOHVBHF� य़F GPM�
MPXJOH FYBNQMF DSFBUFT B NVUBCMF TUSJOH XIJDI DPOUBJOT B OBNF BOE UIFO BQQMJFT B
SFGFSFODF UP UIF STU UISFF CZUFT PG UIF OBNF� 8IJMF UIBU SFGFSFODF JT PVUTUBOEJOH
XF B॒FNQU UP NVUBUF UIF TUSJOH CZ DMFBSJOH JU� 4JODF UIFSF JT OP HVBSBOUFF UIBU UIF
SFGFSFODF QPJOUT UP WBMJE EBUB BOE UIF BDUJPO PG EFSFGFSFODJOH DPVME MFBE UP VOEFOFE
CFIBWJPVS UIF DPNQJMFS SFUVSOT BO FSSPS NFTTBHF�

GO OP@NV U B C M F @ B M J B T J O H 	 
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� ] M F U OJDLOBNF � �OBNF < � � � > �
]  JNNVUBCMF CPSSPX PDDV S T IFSF

� ] OBNF � D M F B S 	 
 �
] ???????????? NVUBC MF CPSSPX PDDV S T IFSF

� ] Q S J O U M O � 	 ۡ )F M M P ࠝ UIF SF  ࠝ \ ^ � ۡ  OJDLOBNF 
 �
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M B U F S VTFE IFSF

'PS NPSF J O G P SNB U J PO BCPVU U I J T F S S P S  U S Z ۜ S V T U D  F Y Q M B J O &���� ۜ �

)FMQGVMMZ UIF FSSPS NFTTBHF JODPSQPSBUFT UIF DPEF BOE USJFT IBSE UP FYQMBJO UIF QSPC�
MFN QPJOUJOH PVU FYBDU MPDBUJPOT� य़FSF JT B SFGFSFODF QPJOUJOH JOUP UIF TUSJOH UIBU
UIF QSPHSBN IBT UP DMFBS� %PJOH TP NJHIU SFRVJSF UIBU UIF NFNPSZ PG UIF TUSJOH CF
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GSFFE JOWBMJEBUJOH BOZ FYJTUJOH SFGFSFODFT� *O DBTF UIJT IBQQFOT BOE JU JT VTFE JO UIF
WBMVF PG ۡOJDLOBNFۡ XF XPVME CF BDDFTTJOH VOJOJUJBMJTFE NFNPSZ QPUFOUJBMMZ DBVTJOH
B DSBTI�

� 0WFSWJFX PO UFSN JOEFYJOH

5FSN JOEFYJOH TVQQPSUT UIF DPOTUSVDUJPO PG Fਖ਼DJFOU BVUPNBUFE SFBTPOJOH TZTUFNT
BT F�H� BVUPNBUFE UIFPSFN QSPWFST CZ BMMPXJOH SBQJE BDDFTT UP STU PSEFS QSFEJDBUF
DBMDVMVT UFSNT XJUI TQFDJD QSPQFSUJFT� "EWBODFT JO UFSN JOEFYJOH IBE HSFBU JNQBDU
PO UIF EFTJHO BOE PO UIF QFSGPSNBODF PG BVUPNBUFE SFBTPOJOH TZTUFNT JO UIF MBTU
EFDBEF� य़JT DIBQUFS QSPWJEFT BO PWFSWJFX PO UFSN JOEFYJOH�

��� "VUPNBUFE SFBTPOJOH

"VUPNBUFE SFBTPOJOH JT B TVC�FME PG BSUJDJBM JOUFMMJHFODF 	(SBG ����
� य़F TUVEZ PG
BVUPNBUFE SFBTPOJOH IFMQT QSPEVDF DPNQVUFS QSPHSBNT UIBU BTTJTU JO TPMWJOH NBUIF�
NBUJDBM BOE MPHJDBM QSPCMFNT� 4UBSUJOH XJUI UIF GPSNBM EFTDSJQUJPO PG B TQFDJD QSPC�
MFN BO BVUPNBUFE SFBTPOJOH TZTUFN ESBXT DPODMVTJPOT UIBU MPHJDBMMZ GPMMPX GSPN UIF
TVQQMJFE GBDUT 	#FOUMFZ ����
�

��� "VUPNBUFE UIFPSFN QSPWJOH

0OF PG UIF NPTU EFWFMPQFE TVCBSFBT PG BVUPNBUFE SFBTPOJOH JT BVUPNBUFE UIFPSFN
QSPWJOH� 3FTFBSDIFST JO BVUPNBUFE UIFPSFN QSPWJOH TFFL UP EFWFMPQ TPॏXBSF UIBU
EPFT OPO � USJWJBM NBUIFNBUJDT� .PSF TQFDJDBMMZ BVUPNBUFE UIFPSFN QSPWJOH JT
EFBMJOH XJUI QSPWJOH NBUIFNBUJDBM UIFPSFNT CZ DPNQVUFS QSPHSBNT� "U UIF NPTU
BNCJUJPVT MFWFM UIF IPQF JT UP FWFOUVBMMZ QSPEVDF QSPHSBNT UIBU DBO TPMWF FYUSFNFMZ
EJਖ਼DVMU PQFO QSPCMFNT 	(SBG ����
� "VUPNBUFE SFBTPOJOH PWFS NBUIFNBUJDBM QSPPGT
XBT B NBKPS JNQFUVT GPS UIF EFWFMPQNFOU PG DPNQVUFS TDJFODF�

��� -PHJD 1SPHSBNNJOH

"OPUIFS TVCFME PG BVUPNBUFE SFBTPOJOH JT MPHJD QSPHSBNNJOH� य़F BJN PG MPHJD QSP�
HSBNNJOH JT UP VTF GPSNBM MPHJDT BT B QSPHSBNNJOH MBOHVBHF� "OZ QSPHSBN XSJ॒FO
JO B MPHJD QSPHSBNNJOH MBOHVBHF JT B TFU PG TFOUFODFT JO MPHJDBM GPSN FYQSFTTJOH GBDUT



�

BOE SVMFT BCPVU TPNF QSPCMFN EPNBJO� .BKPS MPHJD QSPHSBNNJOH MBOHVBHF GBNJMJFT
JODMVEF 1SPMPH BOTXFS TFU QSPHSBNNJOH 	"41
 BOE %BUBMPH�

��� 5FSN JOEFYJOH

*OEFYFT BSF VTFE JO DPNQVUFS TDJFODF UP FOTVSF GBTU BDDFTT UP EBUB JO B MBSHF EBUB
DPMMFDUJPO� %BUB JT UZQJDBMMZ NBOBHFE TFRVFOUJBMMZ PO B TUPSBHF NFEJVN� 1SPDFTTJOH B
TFBSDI RVFSZ XJUIPVU JOEFYJOH XPVME JOWPMWF MJOFBS FPSU JO UIF XPSTU DBTF UIF FOUJSF
EBUB XPVME IBWF UP CF TFBSDIFE�
*O HFOFSBM BO JOEFY DBO CF TFFO BT BNFBOT GPS BDDFTTJOH BOE SFUSJFWJOH EBUB BTTPDJBUFE
XJUI B DFSUBJO RVFSZ LFZ t GSPN BO JOEFY PG TUBOEBSE EBUBCBTF TZTUFNT CZ DPNQBSJOH
UIF JOEFYFE LFZT si TBWFE JO UIF EBUBCBTF XJUI UIF RVFSZ LFZ t 	(SBG ����
�
*O BVUPNBUFE SFBTPOJOH TZTUFNT BO JOEFY JT VTFE UP BDDFTT BOE SFUSJFWF EBUB FMFNFOUT
CBTFE PO B RVFSZ UFSN t � 'PS UIJT UIF JOEFYFE UFSN EFOPUFE BT si OFFET UP CF DPNQBSFE
XJUI UIF RVFSZ UFSN t � य़F DPNQBSJTPO PG UIJT SFUSJFWBM PQFSBUJPO XJMM OPU POMZ CF
CBTFE POMZ PO FRVBMJUZ SFMBUJPOT CVU PO TFWFSBM CJOBSZ SFMBUJPOT JO BVUPNBUFE UIFPSFN
QSPWJOH XJUI UIF QSPQFSUZ R(si, t)� य़FTF SFMBUJPOT BSF DBMMFE SFUSJFWBM DPOEJUJPOT 	(SBG
����
�
)FODF UIF QSPCMFN PG UFSN JOEFYJOH DBO CF GPSNVMBUFE BCTUSBDUMZ BT GPMMPXT� (JWFO B
TFU L PG JOEFYFE UFSNT B SFUSJFWBM DPOEJUJPO R PWFS UFSNT BOE B RVFSZ UFSN t  JEFOUJGZ
UIF TVCTFU S PG L UIBU DPOTJTUT PG UIF UFSNT si TVDI UIBU R(si, t) IPMET�
.PTU JOUFSFTUJOH SFUSJFWBM DPOEJUJPOT BSF GPSNVMBUFE BT FYJTUFODF PG B TVCTUJUVUJPO UIBU
SFMBUFT JO B TQFDJBM XBZ UIF RVFSZ BOE UIF SFUSJFWFE PCKFDUT si� 'PVS PG UIFTF SFUSJFWBM
PQFSBUJPOT PG DPODFSO BSF WBSJBOUT HFOFSBMJTBUJPOT JOTUBODFT BOE UFSNT UIBU VOJGZ
XJUI B HJWFO UFSN BOE BSF EFOFE BT GPMMPXT�

%FࣲOJUJPO ��� 	4UBOEBSE 3FMBUJPOT
�

ۦ 6OJࣲDBUJPO� य़F SFMBUJPO Uni f (si, t) IPMET JG BOE POMZ JG si BOE t BSF VOJBCMF
UIBU JT UIFSF FYJTUT B TVCTUJUVUJPO σ TVDI UIBU siσ = tσ �

ۦ *OTUBODF� य़F SFMBUJPO Inst(si, t) IPMET JG BOE POMZ JG si JT BO JOTUBODF PG t  UIBU JT
UIFSF FYJTUT B TVCTUJUVUJPO σ TVDI UIBU si = tσ �

ۦ (FOFSBMJTBUJPO� य़F SFMBUJPO Gen(si, t) IPMET JG BOE POMZ JG si JT B HFOFSBMJTBUJPO
PG t  UIBU JT UIFSF FYJTUT B TVCTUJUVUJPO σ TVDI UIBU siσ = t �



�

ۦ 7BSJBOU� य़F SFMBUJPO Vari(si, t) IPMET JG BOE POMZ JG si JT B WBSJBOU PG t  UIBU JT
UIFSF FYJTUT B SFOBNJOH TVCTUJUVUJPO σ TVDI UIBU siσ = t �

4VDI B SFUSJFWBM PG DBOEJEBUF UFSNT JO UIFPSFN QSPWJOH JT JOUFSMFBWFE XJUI JOTFS�
UJPO PG UFSNT UP L BOE EFMFUJPOT GSPN L�
*O PSEFS UP TVQQPSU SBQJE SFUSJFWBM PG DBOEJEBUF UFSNT XF OFFE UP QSPDFTT UIF JOEFYFE
TFU JOUP B EBUB TUSVDUVSF DBMMFE UIF index� *OEFYJOH EBUB TUSVDUVSFT BSF XFMM�LOPXO UP
CF DSVDJBM GPS UIF Fਖ਼DJFODZ PG UIF DVSSFOU TUBUF�PG�UIF�BSU UIFPSFN QSPWFST 	/JFVXFO�
IVJT FU BM� ����
�

#BTFE PO UIF PCTFSWBUJPO UIBU UIF QFSGPSNBODF PG BVUPNBUFE SFBTPOJOH TZTUFNT
DBO CF JODSFBTFE CZ VTJOH BO JOEFY GPS UIF SFUSJFWBM BOE NBJOUFOBODF PG EBUB UIF NBJO
UBTL PG UIJT UIFTJT DBO CF GPSNVMBUFE BT GPMMPXT�
1SFTFOU BO FYJTUJOH UFSN JOEFYJOH UFDIOJRVF TVCTUJUVUJPO USFFT BOE B OFX UFSN JOEFYJOH
EBUB TUSVDUVSF JOTUBODF USJFT BOE DPNQBSF UIFN XJUI FBDI PUIFS PO IBOE PG FYQFSJNFOUBM
SFTVMUT�

� 4VCTUJUVUJPO USFFT

��� 0WFSWJFX

य़JT TFDUJPO HJWFT BO JOUSPEVDUJPO UP UIF TVCTUJUVUJPO USFF JOEFYJOH BOE EFOFT TVC�
TUJUVUJPO JEFNQPUFOU TVCTUJUVUJPO BOE OPSNBMJTBUJPO PG TVCTUJUVUJPOT� 'VSUIFSNPSF JU
FYQMBJOT TVCTUJUVUJPO USFFT BOE UIFJS JNQMFNFOUBUJPO JO UIJT CBDIFMPST QSPKFDU�
-FU V BOE F CF UXP EJTKPJOU TFUT PG TZNCPMT� V EFOPUFT UIF TFU PG WBSJBCMF TZNCPMT
BOE V ∗ ⊂ V JT UIF TFU PG JOEJDBUPS WBSJBCMFT� य़F TFU PG O�BSZ GVODUJPO TZNCPMT JT
Fn BOE F = ∪Fi GPS 0 ! i ! n� 'VSUIFSNPSF T JT UIF TFU PG UFSNT XJUI V ⊆ T BOE
f (t1, ..., tn) ∈ T JG f ∈ Fn BOE ti ∈ T  GPS 0 ! i ! n� य़F WBSJBCMFT PDDVSSJOH JO B UFSN t
PS B TFU PG UFSNT BSF EFOPUFE CZ V (t)� 'VODUJPO TZNCPMT XJUI BSJUZ � BSF DBMMFE DPO�
TUBOUT� *O UIF GPMMPXJOH FYBNQMFT UIF TZNCPMT u v x y z ∈ V,∗i ∈ V ∗, f ∈ F\F0 BOE
a b ∈ F0 BSF VTFE�

����� 4VCTUJUVUJPO

&YBNQMF �� " TVCTUJUVUJPO σ JT B NBQQJOH GSPN WBSJBCMFT UP UFSNT SFQSFTFOUFE CZ
UIF TFU PG BTTJHONFOUT {x1 → t1, ...,xn → tn}� य़F TFU DOM(σ) = {x ∈ V | σ(x) '= x}



�

JT DBMMFE EPNBJO PG σ  UIF TFU COD(σ) = {σ(x) | x ∈ DOM(σ)} UIF DPEPNBJO PG σ 
BOE I(σ) =V (COD(σ)) JT UIF TFU PG WBSJBCMFT JOUSPEVDFE CZ σ �

����� *EFNQPUFOU TVCTUJUVUJPO

" TVCTUJUVUJPO σ JT DBMMFE JEFNQPUFOU JG BOE POMZ JG σσ = σ  BOE IFODF tσσ = tσ GPS
FWFSZ UFSN t � य़F TVCTUJUVUJPO {x1 → t1, ...,xn → tn} JT JEFNQPUFOU JG BOE POMZ JG OPOF
PG UIF WBSJBCMFT xi PDDVST JO BOZ ti� 4VCTUJUVUJPO DPNQPTJUJPO JT OPU DPNNVUBUJWF UIBU
JT στ NBZ CF EJFSFOU GSPN τσ  FWFO JG σ BOE τ BSF JEFNQPUFOU�

&YBNQMF �� य़F TVCTUJUVUJPO {x → y+ y} JT JEFNQPUFOU F�H� ((x+y){x→ y+y}){x→
y+ y}= ((y+ y)+ y){x → y+ y}= (y+ y)+ y XIJMF UIF TVCTUJUVUJPO {x → x+ y} JT
OPO�JEFNQPUFOU F�H� ((x+ y){x → x+ y}){x → x+ y} = ((x+ y)+ y){x → x+ y} =
((x+ y)+ y)+ y�

����� .BUࠩFS

" TVCTUJUVUJPO σ JT DBMMFE B NBUDIFS GSPN UFSN s UP UFSN t JG sσ = t � *O UIJT DBTF s JT
DBMMFE B HFOFSBMJTBUJPO PG t BOE t JT DBMMFE BO JOTUBODF PG s�

����� 1PTJUJPOT JO B UFSN

*O UIJT TVCTFDUJPO UIF QPTJUJPO JO B UFSN JT EFOFE 	(SBG ����
� -FU f (t1, .., tn) n ∈ N
CF B UFSN t XJUI TVCUFSNT ti 1 ! i ! n� य़F TVCUFSN ti PG UIF UFSN f (t1, .., tn) BU UIF
QPTJUJPO p JT EFOPUFE BT t/p BOE DBO CF SFDVSTJWFMZ EFOFE BT t/p = ti JG UIF OJUF
TFRVFODF PG OBUVSBM OVNCFST p TUBSUT XJUI i�

&YBNQMF �� -FU a CF B DPOTUBOU g(a) BOE f (g(g(a)),g(a)) CF UFSNT� य़F UFSN g(a)
PDDVST BU QPTJUJPOT [1,1] BOE [2] JO f (g(g(a)),g(a))�

����� /PSNBMJTBUJPO

*O UIJT TFDUJPO OPSNBMJTBUJPO PG UFSNT BOE TVCTUJUVUJPOT JT JOUSPEVDFE� /PSNBMJTBUJPO
JT B WBSJBCMF SFOBNJOH GSPN UIF TFU PG OPO�JOEJDBUPS WBSJBCMFT V\V ∗ UP UIF TFU PG JOEJ�
DBUPS WBSJBCMFT V ∗� य़F HPBM PG OPSNBMJTBUJPO JT UP BMMPX GPS WBSJBCMF TIBSJOH CFUXFFO
BMM TVCTUJUVUJPOT TUPSFE JO UIF JOEFY UIFSFCZ SFEVDJOH NFNPSZ DPOTVNQUJPO�



��

/PSNBMJTBUJPO PG UFSNT -FU s = f (t1, ..., tn) CF B UFSN XJUI p1, ..., pm EFOPUJOH QPTJ�
UJPOT PG BMM VOJRVF WBSJBCMFT JO s� य़F TVCTUJUVUJPO σ = {s/p1 → ∗i, ...,s/pm → ∗m}
XJUI ∗i ∈ V ∗ JT DBMMFE OPSNBMJTBUJPO� य़F OPSNBMJTFE UFSN GPS B UFSN s JT EFOPUFE CZ
s̄ BOE JU IPMET UIBU s̄ = sσ  XIFSF σ JT B SFOBNJOH TVCTUJUVUJPO�

/PSNBMJTBUJPO PG TVCTUJUVUJPOT -FU σ = {x1 → t1, ...,xn → tn} CF B TVCTUJUVUJPO BOE
< BO PSEFSJOH PO WBSJBCMFT TVDI UIBU x1 < ... < xn� य़F OPSNBMJTBUJPO PG σ  EFOPUFE
CZ σ  JT CBTFE PO UIF OPSNBMJTBUJPO PG UFSNT� य़FSFGPSF MFU t = fn(t1, ..., tn)� य़F
OPSNBMJTBUJPO PG t JT t̄ = fn(t1, ..., tn)� /PX UIF OPSNBMJTBUJPO PG σ JT EFOFE BT σ =

{x1 → t̄/1, ...,xn → t̄/n}

&YBNQMF �� -FU f CF B CJOBSZ GVODUJPO TZNCPM σ B TVCTUJUVUJPO u v x y WBSJBCMFT
∗1 ∗2 JOEJDBUPS WBSJBCMFT BOE a B DPOTUBOU� *G σ = {x → f (u,v),y → f (a,v)} BOE
x < y UIFO σ = {x → f (∗1,∗2),y → f (a,∗2)}� य़JT JT UIF DBTF BT UIF UFSNT f (u,v)
BOE f (a,v) BSF OPSNBMJTFE UP f (∗1,∗2) BOE f (a,∗2) CBTFE PO UIF BCPWF NFOUJPOFE
OPSNBMJTBUJPO PG UFSNT� )PXFWFS JG XF IBE DIPTFO y < x UIFO σ XPVME IBWF UIF
OPSNBMJTBUJPO σ ′ = {x → f (∗2,∗1),y → f (a,∗1)}�

��� 4VCTUJUVUJPO USFFT BOE UIFJS JNQMFNFOUBUJPO

*O UIJT DIBQUFS TVCTUJUVUJPO USFF JOEFYJOH JT QSFTFOUFE BT BO JOEFYJOH UFDIOJRVF� 4VC�
TUJUVUJPO USFF JOEFYJOH 	(SBG ����
 JT B IJHIMZ TVDDFTTGVM STU�PSEFS UFSN JOEFYJOH TUSBU�
FHZ XIJDI BMMPXT UIF TIBSJOH PG DPNNPO TVC�FYQSFTTJPOT WJB TVCTUJUVUJPOT� य़F MBCFMT
PG TVCTUJUVUJPO USFF OPEFT BSF TVCTUJUVUJPOT 	TFF DIBQUFS �����
� &BDI QBUI JO UIF USFF
UIFSFGPSF SFQSFTFOUT B CJOEJOH DIBJO GPS WBSJBCMFT� $POTFRVFOUMZ UIF TVCTUJUVUJPOT PG
B QBUI GSPN UIF SPPU OPEF EPXO UP B QBSUJDVMBS OPEF DBO CF DPNQPTFE BOE ZJFME BO
JOTUBODF PG UIF SPPU OPEFT TVCTUJUVUJPO�
4VCTUJUVUJPO USFFT DBO SFQSFTFOU BOZ TFU PG JEFNQPUFOU TVCTUJUVUJPOT ������ )PXFWFS
POMZ QBUIT GSPN UIF SPPU OPEF UP MFBG OPEFT BDUVBMMZ SFQSFTFOU UFSNT UP CF TUPSFE XIJMF
TIPSUFS QBUIT EP OPU� य़JT JT JO DPOUSBTU UP JOTUBODF USJFT� *O UIF TJNQMFTU DBTF BMM UIFTF
TVCTUJUVUJPOT IBWF JEFOUJDBM EPNBJOT BOE DPOTJTU PG B TJOHMF BTTJHONFOU XIJDI JNQMJFT
UIBU UIF TVCTUJUVUJPO USFF DBO CF VTFE BT B UFSN JOEFY BT XFMM 	(SBG ����
�

&YBNQMF �� 8F JMMVTUSBUF TVCTUJUVUJPO USFF JOEFYJOH XJUI BO FYBNQMF TFU DPOTJTUJOH
PG UIF GPMMPXJOH TVCTUJUVUJPOT�

{u → f (a,b)} {u → f (y,b)} {u → f (b,z)}
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XIJDI PCWJPVTMZ SFQSFTFOU B UFSN JOEFY GPS UIF UFSNT�

f (a,b) f (y,b) f (b,z)

8IJMF TVCTUJUVUJPOT BSF JOTFSUFE JOUP UIF JOEFY UIFJS DPEPNBJO JT SFOBNFE� /PSNBM�
JTBUJPO ����� DIBOHFT BMM WBSJBCMFT JO UIF DPEPNBJO PG B TVCTUJUVUJPO� य़F TVCTUJUV�
UJPOT JOTFSUFE UP UIF JOEFY JO HVSF � UIFSFGPSF JT {u → f (a,b)} {u → f (∗1,b)} BOE
{u → f (b,∗1)}� य़F GPMMPXJOH USFF XBT QSPEVDFE CZ JOTFSUJOH FBDI PG UIFTF TVCTUJUV�
UJPO JOUP UIF JOEFY�

{u → f (x1,x2)}

{x2 → b}

{x1 → a} {x1 →∗1}

{x1 → b,x2 →∗1}

'JHVSF �� 4VCTUJUVUJPO 5SFF

����� 7BSJBOU OPEFT

*O UIJT TFDUJPO UIF EFOJUJPO PG WBSJBOU OPEFT JO TVCTUJUVUJPO USFFT JT QSFTFOUFE� 7BSJ�
BOU OPEFT BSF OFFEFE JO UIF VQEBUF BOE SFUSJFWBM PQFSBUJPOT PG TVCTUJUVUJPO USFFT� 'PS
FYBNQMF XIFO JOTFSUJOH BO FYQSFTTJPO UP B TVCTUJUVUJPO USFF UIF QPTJUJPO IBT UP CF
STU EFUFDUFE XIFSF UIF FYQSFTTJPO XJMM CF JOTFSUFE� य़F TFBSDI GPS WBSJBOU OPEFT JT
HPJOH UP EFUFSNJOF UIJT QPTJUJPO�
-FU N = (Σ,Ω) CF B TVCTUJUVUJPO USFF BOE ρ B TVCTUJUVUJPO� य़FO

V (N,ρ) := {σ | ∀xi ∈ DOM(Σ).σ(ρ(Σ(xi))) = ρ(xi)∧DOM(σ)∩V ∗ = /0}

��� .4$( 	.PTU 4QFDJࣲD $PNNPO (FOFSBMJTBUJPO


5P CVJME B TVCTUJUVUJPO USFF UIF .4$( 	.PTU 4QFDJD $PNNPO (FOFSBMJTBUJPO
 CF�
UXFFO UXP FYQSFTTJPOT JT OFFEFE� य़JT PQFSBUJPO JT OFDFTTBSZ UP CVJME BOE NBJOUBJO
TVCTUJUVUJPO USFFT PS SFUSJFWF FMFNFOUT GSPN UIF JOEFY�
य़JT TFDUJPO DPOTJEFST UIF DPNQVUBUJPO BOE VTBHF PG UIF NPTU TQFDJD DPNNPO HFOFS�
BMJTBUJPO BMHPSJUIN BT QSFTFOUFE JO UIF CPPL ۡ5FSN *OEFYJOHۡ 	(SBG ��������
� 'VSUIFS�
NPSF JU EFUBJMT JUT JNQMFNFOUBUJPO PG UIF BGPSFNFOUJPOFE BOE OBMMZ JU QSFTFOUT UIF
BMHPSJUINT QFSGPSNBODF DPODMVEFE CZ DFSUBJO SVOUJNF BOE TUPSBHF NFBTVSFNFOUT
BOE QSFTFOUT SFMBUFE XPSL�



��

����� $PNQVUJOH B DPNNPO HFOFSBMJTBUJPO PG UXP TVCTUJUVUJPOT

-FU τ1 BOE τ2 CF UXP TVCTUJUVUJPOT� *G TVCTUJUVUJPOT µ  σ1 BOE σ2 FYJTU TVDI UIBU µ ◦σ1 =

τ1 BOE µ ◦σ2 = τ2 UIFO µ JT DBMMFE B DPNNPO HFOFSBMJTBUJPO PG τ1 BOE τ2� " DPNNPO
HFOFSBMJTBUJPO µ JT DBMMFENPTU TQFDJटD 	NTDH
 JG UIFSF JT B TVCTUJUVUJPO λ GPS BMM DPNNPO
HFOFSBMJTBUJPOT ν TVDI UIBU ν = µ ◦λ � य़F NPTU TQFDJD DPNNPO HFOFSBMJTBUJPO GPS
τ1 BOE τ2 JT DPNQVUFE CZ UIF GVODUJPO

mscg(τ1,τ2) := (µ,σ1,σ2)

य़F TVCTUJUVUJPO µ JT DBMMFE UIF NPTU TQFDJटD DPNNPO HFOFSBMJTBUJPO 	NTDH
 GPS τ1 BOE
τ2� य़F TVCTUJUVUJPOT σ1 BOE σ2 BSF DBMMFE TQFDJBMJTBUJPOT�

&YBNQMF �� 4VQQPTF τ = {x → g(b),y → a} BOE ρ = {x → g(a),y → b}� "MUIPVHI
{x → g(x1)} BOE {x → x1} BSF DPNNPO HFOFSBMJTBUJPOT PG τ BOE ρ  XF IBWF

mscg(τ,ρ) = ({x → g(x1)},{x1 → b,y → a},{x1 → a,y → b})�

य़F PSJHJOBM TVCTUJUVUJPOT τ BOE ρ DBO CF SFDPOTUSVDUFE CZ τ = {x → g(x1),y →
x2}◦{x1 → b,x2 → a} BOE ρ = {x → g(x1),y → x2}◦{x1 → a,x2 → b} SFTQFDUJWFMZ�
/PUF UIBU x1 BOE x2 BSF OFX BVYJMJBSZ WBSJBCMFT� य़FTF BVYJMJBSZ WBSJBCMFT SFQSFTFOU
UIF QBSUT PG UIF TVCTUJUVUJPOT XIJDI EJFS GSPN FBDI PUIFS�
य़FSF JT NPSF UIBO POF XBZ UP DPNQVUF UIF .4$( GPS FYBNQMF

mscg(τ,ρ) = ({x → g(x1),y → x2},{x1 → b,x2 → a},{x1 → a,x2 → b})�

)PXFWFS UIF DPNQVUBUJPO PG UIF NPTU TQFDJD DPNNPO HFOFSBMJTBUJPO GPS UIF VTF JO
TVCTUJUVUJPO USFFT SFRVJSF UIF POF NFOUJPOFE BCPWF�

����� 6TBHF

य़F BJN PG UIF JNQMFNFOUBUJPO PG UIF .4$( BMHPSJUIN JT JUT VTF JO POF PG UIF NPTU
JNQPSUBOU USFF PQFSBUJPOT UIF JOTFSUJPO PG B USFF FMFNFOU� य़F JOTFSUJPO QSPDFTT JT
WFSZ TJNJMBS UP OEJOH WBSJBOU FOUSJFT JO UIF USFF� 8IFO MPPLJOH GPS WBSJBOU OPEFT
JOEJDBUPS WBSJBCMFT BSF OPU CPVOE� )PXFWFS TJODF UIF TVCTUJUVUJPO UP CF JOTFSUFE NVTU
CF OPSNBMJTFE UIF UFTU GPS WBSJBOU OPEFT TVDDFFET JO NBUDIJOH UXP JEFOUJDBM JOEJDBUPS
WBSJBCMFT� " IFVSJTUJD JT VTFE GPS EFTDFOEJOH JOUP UIF USFF� *U IBT UP IBOEMF UISFF
EJFSFOU TJUVBUJPOT� 'JSTU PG BMM UIF IFVSJTUJD IBT UP TFMFDU B WBSJBOU TVCOPEF PG UIF
DVSSFOU OPEF GPS EFTDFOEJOH JG TVDI B WBSJBOU FYJTUT� 4FDPOE UIF IFVSJTUJD TFMFDUT



��

B OPO�WBSJBOU TVCOPEF XIJDI ZJFMET B OPO�FNQUZ .4$( JG B WBSJBOU DPVME OPU CF
GPVOE� य़JSE JG OFJUIFS B WBSJBOU OPS B TVCOPEF UIBU ZJFMET B OPO�FNQUZ DPNNPO
HFOFSBMJTBUJPO DPVME CF GPVOE UIF IFVSJTUJD IBT UP TFMFDU UIF FNQUZ USFF GPS JOTFSUJPO�
*O UIJT DBTF UIF JOTFSUJPO GVODUJPO DSFBUFT B OFX MFBG OPEF�

&YBNQMF �� *OTFSUJPO PG UIF TVCTUJUVUJPO {x → f (c,g(d))} UP USFF " JO HVSF � FN�
QMPZT UIF BCPWF�NFOUJPOFE IFVSJTUJD� "T UIF TVCTUJUVUJPO UP CF JOTFSUFE BDUVBMMZ JT
B WBSJBOU PG UIF SPPU PG UIF USFF UIF IFVSJTUJD IBT UP TFMFDU UIF TVCOPEF PG UIF USFF
XIFSF UIF JOTFSUJPO QSPDFTT JT UP CF DPOUJOVFE� "TTVNF UIBU UIF OPEF NBSLFE XJUI
{x1 → ∗1,x2 → g(b)} JT TFMFDUFE� #FDBVTF UIJT OPEF JT OPU TVJUFE GPS UIF JOTFSUJPO PG
UIF OFX TVCTUJUVUJPO B OFX JOUFSNFEJBUF OPEF DPOUBJOJOH UIF HFOFSBMJ[BUJPO PG UIJT TF�
MFDUFE OPEF BOE UIF OFX TVCTUJUVUJPO IBT UP CF DSFBUFE� य़F SFTVMUJOH USFF # JO HVSF �
DPOUBJOT B OFX MFBG OPEF BOE B OFX JOOFS OPEF NBSLFE XJUI{x2 → g(x3)}� य़JT TVCTUJ�
UVUJPO JT UIF NPTU TQFDJD DPNNPO HFOFSBMJTBUJPO PG UIF TVCTUJUVUJPOT{x1 →∗1,x2 →
g(b)} BOE {x1 → c,x2 → g(d)}�

x → f (x1,x2)

x1 →∗1,x2 → g(b)

x → f (z,g(b)),x → f (y,g(b))

SJHIU/PEF

'JHVSF �� 5SFF "

x → f (x1,x2)

x2 → g(x3)

x1 →∗1,x2 → g(b)

x → f (z,g(b)),x → f (y,g(b))

x1 → c,x3 → d

x → f (c,g(d))

SJHIU/PEF

'JHVSF �� 5SFF #



��

� *OTUBODF USJFT

य़JT DIBQUFS QSFTFOUT B OFX UFSN JOEFYJOH EBUB TUSVDUVSF DBMMFE UIF JOTUBODF USJFT
	1SPLPTDI � #SZ ����
� 6OMJLF PUIFS UFSN JOEFYJOH EBUB TUSVDUVSFT JOTUBODF USJFT EP
OPU SFMZ PO IFVSJTUJDT CVU EP DPOTJEFS UIF QBSUJBM PSEFS PG UFSNT� "T UIJT UFSN JOEFYJOH
EBUB TUSVDUVSF JT DPNQMFUFMZ OFX JU IBE OPU ZFU CFFO DPOTJEFSFE JO FYQFSJNFOUT�
(PBM PG UIJT CBDIFMPST UIFTJT JT UP JNQMFNFOU JOTUBODF USJFT JO 3VTU DPOEVDU WBSJPVT
FYQFSJNFOUT PO SFBM�MJGF EBUBTFUT BOE TIPX UIBU UIFZ PVUQFSGPSN FYJTUJOH UFSN JOEFY�
JOH EBUB TUSVDUVSFT�
" LFZ DIBSBDUFSJTUJD PG JOTUBODF USJFT JT UIBU UIFZ SFMZ PO B NBUDIJOH�VOJDBUJPO BMHP�
SJUIN� *O UIF GPMMPXJOH TFDUJPOT XF XJMM FYQMBJO UIF UFSN ڧVOJटDBUJPOڧ BT XFMM BT UIF
VOJDBUJPO QSPCMFN BOE JUT DPOOFDUJPO UP JOTUBODF USJFT�

+PFSH 4JFLNBOO JO 6OJDBUJPO य़FPSZ 	����
�

ۡ.PTU LOPXMFEHF CBTFE TZTUFNT JO BSUJDJBM JOUFMMJHFODF 	"*
 XJUI B DPN�
NJUNFOU UP B�TZNCPMJD SFQSFTFOUBUJPO TVQQPSU POF CBTJD PQFSBUJPO� NBUࠩ�
JOH PG EFTDSJQUJPOT� य़JT PQFSBUJPO DBMMFE VOJDBUJPO JO XPSL PO EF�
EVDUJPO JT UIF BEEJUJPO�BOE�NVMUJQMJDBUJPO PG "*�TZTUFNT BOE JT DPOTF�
RVFOUMZ PॏFO TVQQPSUFE CZ TQFDJBM QVSQPTF IBSEXBSF PS CZ B GBTU JOTUSVD�
UJPO TFU PO NPTU "*�NBDIJOFT�ۡ

��� 6OJࣲDBUJPO BMHPSJUINT

6OJDBUJPO JT POF PG UIF LFZ QSPDFEVSFT JO STU�PSEFS UIFPSFN QSPWFST� .PTU STU�
PSEFS UIFPSFN QSPWFST VTF B VOJDBUJPO BMHPSJUIN GSPN 3PCJOTPO 	)PEFS � 7PSPOLPW
����
� 3PCJOTPO QVCMJTIFE TFWFSBM VOJDBUJPO BMHPSJUINT UIF XJEFMZ LOPXO POF SF�
RVJSFT FYQPOFOUJBM TQBDF XIJMF PUIFST SFRVJSF RVBESBUJD TQBDF� "MUIPVHI UIF DPN�
QMFYJUZ PG UIF XFMM�LOPXO POF JT FYQPOFOUJBM JO UIF XPSTU DBTF UIF BMHPSJUIN JT FBTZ UP
JNQMFNFOU BOE FYBNQMFT PO XIJDI JU NBZ TIPX FYQPOFOUJBM CFIBWJPVS BSF CFMJFWFE UP
CF BUZQJDBM� .PSF TPQIJTUJDBUFE BMHPSJUINT TVDI BT UIF 	.BSUFMMJ �.POUBOBSJ ����
 PS
UIF 	1BUFSTPO � 8FHNBO ����
 BMHPSJUIN PFS QPMZOPNJBM PS FWFO MJOFBS TQBDF DPN�
QMFYJUZ CVU BSF IBSEFS UP JNQMFNFOU 	)PEFS � 7PSPOLPW ����
� 7FSZ MJ॒MF JT LOPXO
BCPVU UIF QSBDUJDBM QFSGPSNBODF PG VOJDBUJPO BMHPSJUINT JO UIFPSFN QSPWFST� 1SFWJ�
PVT DBTF TUVEJFT IBWF CFFO DPOEVDUFE PO TNBMM OVNCFST PG BSUJDJBMMZ DIPTFO QSPCMFNT
BOE IBWF DPNQBSFE UFSN�UP�UFSN VOJDBUJPO XIJMF UIF CFTU UIFPSFN QSPWFST QFSGPSN



��

TFU�PG�UFSNT�UP�UFSN VOJDBUJPO VTJOH UFSN JOEFYJOH TFF TFDUJPO ��

����� 6OJࣲFS

" TVCTUJUVUJPO BT NFOUJPOFE JO DIBQUFS � JT BO BTTJHONFOU PG UFSNT UP WBSJBCMFT�
*O FTTFODF UIF VOJDBUJPO QSPCMFN JO STU�PSEFS MPHJD DBO CF FYQSFTTFE BT GPMMPXT�
(JWFO UXP FYQSFTTJPOT DPOUBJOJOH TPNF WBSJBCMFT OE JG JU FYJTUT B TVCTUJUVUJPOXIJDI
NBLFT UIF UXP FYQSFTTJPOT FRVBM� य़F SFTVMUJOH TVCTUJUVUJPO JT DBMMFE BO VOJFS�

5XP FYQSFTTJPOT e1 BOE e2 BSF VOJࣲBCMF J

∃λ : e1λ = e2λ

य़F TVCTUJUVUJPO λ JT B NPTU HFOFSBM VOJࣲFS PG UIFTF UXP FYQSFTTJPOT J GPS FWFSZ
VOJFS σ UIFSF FYJTUT B TVCTUJUVUJPO τ TVDI UIBU

σ = λτ

&YBNQMF �� -FU GVODUJPOT f BOE g a BOE b DPOTUBOUT BOE x BOE y WBSJBCMFT BOE
DPOTJEFS UIF UXP ࣲSTU PSEFS UFSNT s BOE t CVJMU GSPN UIFTF TZNCPMT BT GPMMPXT�

s = f (x,b) t = f (a,y)

य़F VOJDBUJPO QSPCMFN JT XIFUIFS PS OPU UIFSF FYJTU UFSNT XIJDI DBO CF TVCTUJUVUFE
GPS UIF WBSJBCMFT x BOE y JO s BOE t TP UIBU UIF UXP UFSNT UIVT PCUBJOFE BSF JEFOUJDBM�
*O UIJT FYBNQMF a BOE b BSF UXP TVDI UFSNT BOE XF XSJUF

λ = {x → a,y → b}

����� *OTUBODF

*O UIJT TFDUJPO UIF UFSN JOTUBODF JT FYQMBJOFE BOE XIZ JU JT JNQPSUBOU GPS UIF JOTUBODF
USJFT� "O JOTUBODF USJF JT B IJFSBSDIJDBM NFBOT PG WJFXJOH JOTUBODFT XIJDI IBWF B
MPHJDBM SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIFN� .PSFPWFS FWFSZ JOTUBODF USJF JT CVJMU CZ JOTFSUJOH
RVFSJFT JOUP BO JOEFY TVDI UIBU UIF RVFSZ JT BO JOTUBODF PG BO FYQSFTTJPO JO UIF JOEFY�

&YBNQMF �� -FU x y WBSJBCMFT BOE a b DPOTUBOUT� य़F GPMMPXJOH FYQSFTTJPOT TIPVME
CF BEEFE JO UIJT PSEFS UP UIF BU STU FNQUZ JOEFY�
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f (x,y) f (x,b) f (a,y) f (a,b)�

*O PSEFS UP EFUFSNJOF XIFSF FWFSZ FYQSFTTJPO XJMM CF JOTFSUFE XF OFFE UP LFFQ
JO NJOE UIBU FWFSZ DIJME OPEF TIPVME CF BO JOTUBODF PG JUT QBSFOU OPEF� 'PS FYBNQMF
IBWJOH JOTFSUFE UIF STU UISFF FYQSFTTJPOT UP UIF JOEFY XF HFU UIF USFF QSFTFOUFE JO
HVSF �� 8F OPX XBOU UP JOTFSU UIF MBTU FYQSFTTJPO UP UIF JOEFY� "T f (a,b) JT BO
JOTUBODF PG OPEF f (x,b) UIF FYQSFTTJPO XJMM CF QMBDFE VOEFS JU BOE XF XJMM HFU UIF
USFF QJDUVSFE JO HVSF ��

f (x,y)

f (x,b) f (a,y)

'JHVSF �� 4VCUSFF

f (x,y)

f (x,b)

f (a,b)

f (a,y)

'JHVSF �� $PNQMFUF USFF

����� .BUࠩJOH BOE JOTUBOUJBUJPO

-FU λ CF B TVCTUJUVUJPO� 0ॏFO XF BSF MPPLJOH GPS POF�TJEFE VOJࣲDBUJPO 	NBUࠩJOH
�
"O FYQSFTTJPO e1 JT BO JOTUBODF PG FYQSFTTJPO e2 J

∃λ : e1 = e2λ

.BUࠩJOH 	J� F� 0OF�TJEFE FRVBUJPO TPMWJOH
 BT EFTDSJCFE BCPWF JT TJNJMBS UP JOTUBO�
UJBUJPO CVU OPU JEFOUJDBM� *OTUBOUJBUJPO EPFT OPU TPMWF BO FRVBUJPO CVU HFOFSBUFT B OFX
FYQSFTTJPO GSPN BO FYQSFTTJPO B TVCTUJUVUJPO BOE TVCTUJUVUJPO BQQMJDBUJPO� .BUDIJOH
JT NPSF DPNQMJDBUFE UIBO TVCTUJUVUJPO BQQMJDBUJPO�

��� *OTUBODF USJFT BOE UIFJS JNQMFNFOUBUJPO

*O UIJT TFDUJPO XF XJMM EFOF UIF JOTUBODF USJFT BOE EJTDVTT UIFJS JNQMFNFOUBUJPO BT
QSFTFOUFE JO UIJT CBDIFMPST UIFTJT� ,FZ QSJODJQMFT PG *OTUBODFT 5SJFT BSF STU UIBU
UIFZ BSF SPPUFE USFFT XJUI B WBSJBCMF CSBODIJOH GBDUPS� 'VSUIFSNPSF OPEFT JO JOTUBODF
USJFT IPME B MPHJDBM SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIFN BOE FBDI OPEF n JT MBCFMFE XJUI BO
FYQSFTTJPO expr(n)� 'PS UIF NFOUJPOFE MPHJDBM SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UXP OPEFT m BOE
m′ PG BO *OTUBODF 5SJF IPMET UIF GPMMPXJOH�
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ۦ *G m′ JT B DIJME PG N UIFO expr(m′) JT B TUSJDU JOTUBODF PG expr(m)�

ۦ *G N JT UIF QBSFOU PG m′ UIFO expr(m) JT TUSJDUMZ NPSF HFOFSBM UIBO expr(m′)�

ۦ *G m n BSF TJCMJOHT BOE m′ JT BO JOTUBODF PG CPUI m n UIFO m′ JT B DIJME PG UIF
STU OPEF� य़JT SFRVJSFT BO PSEFSJOH PO FYQSFTTJPOT JO UIF JOTUBODF USJF�

ۦ 4JCMJOHT BSF QBJSXJTF JODPNQBSBCMF XJUI SFTQFDU UP JOTUBOUJBUJPO BOE HFOFSBMJ�
TBUJPO� 4JCMJOH PSEFS ≤E NBLFT JOTUBODF USJFT VOJRVF�

&YBNQMF �� 8F JMMVTUSBUF JOTUBODF USJF JOEFYJOH XJUI BO FYBNQMF TFU DPOTJTUJOH PG UIF
GPMMPXJOH JOEFYJOH FYQSFTTJPOT�

f (x,y,z) f (x,b,z) f (a,y,z) f (a,c,z) f (a,b,z) f (b,b,z) f (a,y,c)�

य़F GPMMPXJOH USFF XBT QSPEVDFE CZ JOTFSUJOH FBDI PG UIFTF FYQSFTTJPOT JOUP UIF JOEFY�

f (x,y,z)

f (x,b,z)

f (a,b,z) f (b,b,z)

f (a,y,z)

f (a,y,c)

f (a,c,z)

'JHVSF �� *OTUBODF 5SJF

-FUT UBLF UIF FYBNQMF USFF GSPN HVSF � BOE SVO UIF RVFSZ f (z,b,z)�

य़F SFTVMUT XJMM CF UIF GPMMPXJOH�

ۦ OPEFT f (x,y,z) BOE f (x,b,z) BSF TUSJDUMZ NPSF HFOFSBM UIBO UIF RVFSZ

ۦ OPEFT f (a,b,z) f (b,b,z) BOE f (a,y,z) BSF POMZ VOJBCMF XJUI UIF RVFSZ

ۦ OPEFT f (a,y,c) BOE f (a,c,z) BSF OPU VOJBCMF XJUI UIF RVFSZ

"QBSU GSPN UIF UISFF PSUIPHPOBM QSJNJUJWFT NFOUJPOFE BCPWF JO UIF FYBNQMF UIFSF
BSF � NPSF OBNFMZ TUSJDU JOTUBODF BOE WBSJBOU� -FUT DPOTJEFS UXP FYBNQMFT GPS UIF
BCPWF�NFOUJPOFE EFOJUJPOT� -FU uv BOE xy WBSJBCMFT BOE ab DPOTUBOUT�

�� य़F FYQSFTTJPO f (a,b) JT B TUSJDU JOTUBODF PG UIF FYQSFTTJPO f (u,v)�

�� य़F FYQSFTTJPO f (x,y) JT B WBSJBOU PG UIF FYQSFTTJPO f (u,v)�
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� 1FSGPSNBODF BOE NFBTVSFNFOUT

य़F NBJO DPOUSJCVUJPO PG UIJT UIFTJT JT UIF DPNQBSJTPO PG UIF UXP JOEFY EBUB TUSVDUVSF
JNQMFNFOUBUJPOT NFOUJPOFE BCPWF TVCTUJUVUJPO USFFT BOE JOTUBODF USJFT CBTFE PO B
TVQQMZ PG SFBM�XPSME CFODINBSLT GPS JOEFYJOH� #VU XIZ EP XF XBOU UP DPNQBSF UIFTF
UXP UFSN JOEFYJOH EBUB TUSVDUVSFT 
"T NFOUJPOFE JO UIF CPPL PG 1FUFS (SBG ۡ5FSN *OEFYJOHۡ 	(SBG ��������
 TVCTUJUVUJPO
USFFT OPU POMZ QSPWJEF Fਖ਼DJFOU NBJOUFOBODF BOE SFUSJFWBM PG UFSNT CVU BMTP PG JEFNQP�
UFOU TVCTUJUVUJPOT� य़FZ BDIJFWF NBYJNBM TFBSDI TQFFE QBJSFE XJUI NJOJNBM NFNPSZ
SFRVJSFNFOUT JO WBSJPVT FYQFSJNFOUT BOE PVUQFSGPSN USBEJUJPOBM UFDIOJRVFT�
*OTUBODF USJFT BT UIFZ BSF OFX DPVME OPU IBWF CFFO DPOTJEFSFE JO UIF FWBMVBUJPO PG
1FUFS (SBG� "T NFOUJPOFE BOE FYQMBJOFE JO UIF DIBQUFS ۡ*OTUBODF 5SJFTۡ BU TFDUJPO �
OPEFT JO JOTUBODF USJFT IPME B MPHJDBM SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIFN� (PBM PG UIJT XPSL JT
UP SVO TPNF UFTUT PO CPUI TVCTUJUVUJPO USFFT BOE JOTUBODF USJFT BOBMZTF BOE DPNQBSF
UIF SFTVMU BOE TIPX UIBU JOTUBODF USJFT QSPWJEF CF॒FS QFSGPSNBODF UIBO TVCTUJUVUJPO
USFFT�

��� $0.1*5 	$0.1BSJOH *OEFYJOH 5FࠩOJRVFT GPS BVUPNBUFE EF�
EVDUJPO


'PS CFODINBSLJOH $0.1*5 	$0.1BSJOH *OEFYJOH 5FDIOJRVFT GPS BVUPNBUFE EFEVD�
UJPO
 XBT VTFE� य़F NBJO DIBSBDUFSJTUJDT PG $0.1*5 BOE SFBTPOT GPS DIPPTJOH JU BSF
BT GPMMPXT�

ۦ $0.1*5 QSPWJEFT UXFOUZ�OJOF CFODINBSL UFTUT DPSSFTQPOEJOH UP SFBM SVOT PG
SFBM TZTUFNT PO SFBM QSPCMFNT�

ۦ $0.1*5 JT QSPEVDFE CZ WBSJPVT UIFPSFN QSPWFST XIJDI BSF 7BNQJSF 'JFTUB
BOE 8BMENFJTUFS�

ۦ $0.1*5 DPOTJTUT PG SFBM�MJGF USBDFT NBEF GPS BOZ SFRVJSFNFOUT PG EJFSFOU JO�
EFYJOH EBUB TUSVDUVSFT�

ۦ *OEFY VQEBUFT 	EFMFUJPOT BOE JOTFSUJPOT PG UFSNT
 BSF JOUFSMFBWFEXJUI 	JO HFOFSBM
GBS NPSF GSFRVFOU
 SFUSJFWBM PQFSBUJPOT�
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��� 5FTU DBTFT

य़F NFUIPE VTFE GPS DSFBUJOH UIF CFODINBSLT NFOUJPOFE BCPWF GPS B HJWFO QSPWFS JT
UP BEE JOTUSVDUJPOT NBLJOH UIF QSPWFS XSJUF UP B MPH MF B USBDF FBDI UJNF BO PQFS�
BUJPO PO UIF JOEFY UBLFT QMBDF BOE UIFO SVO JU PO UIF HJWFO QSPCMFN� 'PS FYBNQMF
FBDI UJNF B UFSN U JT JOTFSUFE 	EFMFUFE
 B USBDF MJLF �U 	SFTQ� �U
 JT XSJ॒FO UP UIF MF�
*U BMTP OFFE UP CF NFOUJPOFE UIBU GPS SFUSJFWBM PQFSBUJPOT TFBSDI PG HFOFSBMJTBUJPOT JT
SFRVJSFE� .PSFPWFS JU JT OFFEFE UP TUPSF UIF USBDFT BMPOH XJUI JOGPSNBUJPO BCPVU UIF
SFTVMU PG UIF PQFSBUJPO 	F�H� TVDDFTT�GBJMVSF
 XIJDI BMMPXT EFUFDUJPO PG DBTFT PG JODPS�
SFDU CFIBWJPVS PG UIF JOEFYJOH NFUIPET CFJOH UFTUFE� *EFBMMZ UIFSF TIPVME CF FOPVHI
EJTL TQBDF UP TUPSF BMM USBDFT 	QPTTJCMZ JO B DPNQSFTTFE GPSN
 PG UIF XIPMF SVO PG UIF
QSPWFS PO UIF HJWFO QSPCMFN 	JG UIF QSPWFS UFSNJOBUFT PO UIF QSPCMFN� PUIFSXJTF JU
TIPVME SVO BU MFBTU GPS FOPVHI UJNF UP NBLF UIF CFODINBSL SFQSFTFOUBUJWF GPS B VTVBM
BQQMJDBUJPO PG UIF QSPWFS
�

य़F GPMMPXJOH JT BO FYUSBDU GSPN B CFODINBSL MF HFOFSBUFE CZ 8BMENFJTUFS GSPN UIF
5151 QSPCMFN -$-������ $PNNFOUT IBWF CFFO BEEFE CZ UIF BVUIPST PG UIF $0.1*5
CFODINBSLJOH TVJUF�

B�� � FBDI CFODINBSL MF TUBSUT XJUI UIF
C�� � TJHOBUVSF TZNCPMT XJUI SFTQFDUJWF BSJUJFT
D��
۪
 BC� � RVFSZ UFSN B	CY�
 ۡ ۡ TJHOBMT GBJMVSF
 C � RVFSZ UFSN C
�BC� � JOTFSU UFSN B	CY�
 UP UIF JOEFY
۪
�BC� � RVFSZ UFSN B	CY�
 ۡ�ۡ TJHOBMT TVDDFTT
۪
�BDDCC � EFMFUF UFSN B	D	D	C

C
 GSPN JOEFY

5BCMF �� "O FYBNQMF CFODINBSL MF GSPN $0.1*5

��� *NQMFNFOUBUJPO

य़F NBJO QBSU PG UIF FWBMVBUJPO QSPDFTT JT UP UFTU B HJWFO JNQMFNFOUBUJPO PG JOEFYJOH
PO TVDI B CFODINBSL MF VTJOH UIF JNQMFNFOUBUJPO PG UIF $0.1*5�QBSTFS� य़JT JN�
QMFNFOUBUJPO QSPWJEFT PQFSBUJPOT GPS RVFSZJOH BOE VQEBUJOH UIF JOEFYJOH EBUB TUSVD�
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UVSF� य़F QBSTFS STU SFBET UIF USBDFT TUPSJOH UIFN JO NBJO NFNPSZ� "ॏFS UIBU FWFSZ
MJOF GSPN UIF CFODINBSL MF JT SFBE VTJOH 1&45 HSBNNBS� य़F PQFSBUJPOT 	JOTFSUJPO
EFMFUJPO TFBSDI
 BSF QBSTFE JOUP BDUJPOT BOE BMM UFSNT SFBE GSPN UIF CFODINBSL MF
BSF USBOTMBUFE JOUP FYQSFTTJPOT� य़F QBSTFS QSPWJEFT B USBOTMBUJPO GVODUJPO GPS DSF�
BUJOH FYQSFTTJPOT GPS PQFSBUJPOT UP CF QFSGPSNFE VTJOH UIF HJWFO JNQMFNFOUBUJPO PG
JOEFYJOH� 'JOBMMZ UIF BDUJPOT BDDPNQBOJFE CZ UIF USBOTMBUFE UFSNT BSF BQQMJFE PO UIF
JOEFYJOH EBUB TUSVDUVSF� *O PSEFS UP BWPJE PWFSIFBET BOE JOFYBDU UJNF NFBTVSFNFOUT
EVF UP USBOTMBUJPOT BOE SFBEJOH UFSNT GSPN UIF EJTL UIF FWBMVBUJPO QSPDFTT STU SFBET
UIF XIPMF CFODINBSL MF BOE UIFO UJNF NFBTVSFNFOU JT TXJUDIFE PO BT UIF DPSSF�
TQPOEJOH TFRVFODF PG PQFSBUJPOT JT CFJOH DBMMFE� "ॏFS UIF OBM USFF IBT CFFO DSFBUFE
BOE UIF TVDDFTT PS GBJMVSF PG B TFBSDI PQFSBUJPO IBT CFFO WFSJFE UJNF NFBTVSFNFOU
JT TXJUDIFE P�

��� 3VOUJNF NFBTVSFNFOUT

*O PSEFS UP HFU B DPODSFUF BOBMZTJT PG CPUI UFSN JOEFYJOH EBUB TUSVDUVSFT UIF SVOUJNF
PG FWFSZ PQFSBUJPO 	JOTFSUJPOT EFMFUJPOT TVDDFTTGVM TFBSDIFT BOE GBJMFE TFBSDIFT
 XBT
NFBTVSFE BU UIF NBJO QBSUT PG UIF SFTQFDUJWF JOEFYJOH EBUB TUSVDUVSFT BT XFMM BT UIF
OVNCFS PG VOJDBUJPOT BOE HFOFSBMJTBUJPOT UIBU PDDVSSFE GPS FBDI� 1MPUT XFSF BMTP
HFOFSBUFE TIPXJOH UIF XIPMF QSPDFEVSF PG SVOOJOH UIFTF CFODINBSLT PO UIF TVCTUJ�
UVUJPO USFFT BOE JOTUBODF USJFT� य़F HVSFT CFMPX SFQSFTFOU UIF OBM SFTVMUT PG SVOOJOH
UIF CFODINBSLT VTJOH CPUI UIF TVCTUJUVUJPO USFFT BOE JOTUBODF USJFT BT BO JOEFYJOH
UFDIOJRVF� य़F BOBMZTJT PG UIFTF SFTVMUT BOE UIF DPODMVTJPO PG UIJT XPSL DBO CF GPVOE
JO UIF DIBQUFS ۡ"OBMZTJT BOE $PODMVTJPOۡ JO TFDUJPO ��

� $PEF BOE EBUB

" MBSHF QBSU PG UIFXPSL CFIJOE UIJT UIFTJT JOWPMWFEXSJUJOH UIF TPVSDF DPEF GPS UIF WBS�
JPVT BMHPSJUINT EFTDSJCFE� य़F JNQMFNFOUBUJPO DPOTJTUT PG UIF EFMFUF BOE KPJO NFUI�
PET BT XFMM BT UIFJS UFTUT GPS UIF TVCTUJUVUJPO�USFFT� " CJH QBSU PG UIF JNQMFNFOUBUJPO
XBT BMTP UIF $0.1*5�QBSTFS BOE PG�DPVSTF UIF .4$( BMHPSJUIN CPUI GPS UFSNT BOE
TVCTUJUVUJPOT BOE UIF BTTPDJBUFE UFTUT� य़JT XPSL XBT EPOF XJUI UIF IFMQ BOE HVJE�
BODF GSPN NZ TVQFSWJTPS य़PNBT 1SPLPTDI� 3BUIFS UIBO JODMVEJOH UIF DPEF JO UIJT
UIFTJT XF EFDJEFE UP NBLF JU BWBJMBCMF GPS EPXOMPBE PO UIF *OUFSOFU� य़F WBSJPVT
QBSUT PG UIF DPEF BOE UIFJS TUBUF PG EFWFMPQNFOU BSF MJTUFE JO (JUMBC PG UIF 1.4 VOJU BU
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	I॒QT���HJUMBC�QNT�J�MNV�EF�MPHMBOH
�

� "OBMZTJT

*O UIJT DIBQUFS TPNF PG UIF SFTVMUT GSPN SVOOJOH UIF CFODINBSLT PO UIF TVCTUJUVUJPO
USFFT BOE JOTUBODF USJFT BSF QSFTFOUFE BOE B TVNNBSZ PG UIF PCTFSWBUJPOT JT HJWFO�
य़F CBS DIBSUT SFQSFTFOU UIF BWFSBHF UJNF JO µT OFFEFE UP SVO FWFSZ PQFSBUJPO CPUI
JO TVCTUJUVUJPO USFFT BOE JOTUBODF USJFT� 0O UIF Z�BYJT UIF UJNF QFS PQFSBUJPO JT TIPXO
BOE PO UIF Y�BYJT PO UIF MFॏ UIF JOTUBODF USJFT BOE PO UIF SJHIU UIF TVCTUJUVUJPO USFFT�
*O UIJT NBOOFS XF DBO DPNQBSF UIF QFSGPSNBODF PG UIF UXP EBUB TUSVDUVSFT� य़F MJOF
DIBSUT SFQSFTFOU UIF OPEFT TFBSDIFE QFS PQFSBUJPO JO SFMBUJPO UP UIF UJNF JO µT OFFE
UP SVO BMM UIF PQFSBUJPOT GSPN UIF CFODINBSL�

*OTUBODF USJFT 4VCTUJUVUJPO USFFT
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'JHVSF �� 3FTVMUT � -$-������8BME

'JHVSF � TIPXT UIF SFTVMUT PG SVOOJOH UIF CFODINBSL -$-������8BME PO JOTUBODF
USJFT BOE TVCTUJUVUJPO USFFT� *U DBO CF PCTFSWFE UIBU UIF VQEBUF PQFSBUJPOT PO BWFSBHF
BSF SVOOJOH TMPXFS PO UIF JOTUBODF USJFT UIBO PO UIF TVCTUJUVUJPO USFFT XIFSFBT UIF
SFUSJFWBM PQFSBUJPOT IBWF BMNPTU UIF TBNF SVOUJNF PO CPUI�

'JHVSF � TIPXT UIF QMPU PG SVOOJOH UIF CFODINBSL -$-������8BME PO JOTUBODF USJFT
VQ BOE TVCTUJUVUJPO USFFT EPXO� य़F QPJOUT MBCFMFE JO HSFFO BSF UIF GBJMFE TFBSDIFT
UIF QVSQMF POFT BSF TVDDFTTGVM TFBSDIFT UIF CSPXO POFT BSF JOTFSUJPOT BOE UIF QJOL
POFT JOEJDBUF EFMFUJPOT�
-PPLJOH BU 'JHVSF � GPS UIF JOTUBODF USJFT JU DBO CF PCTFSWFE UIBU JOTFSUJPOT BOE TVD�
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 *OTUBODF 5SJFT � -$-������8BME

	C
 4VCTUJUVUJPO 5SFFT � -$-������8BME

'JHVSF �� -$-������8BME � 1MPUT

DFTTGVM TFBSDI PQFSBUJPOT TFFN UP SFRVJSF B MPHBSJUINJD UJNF UP OJTI SVOOJOH� 'VS�
UIFSNPSF JG BO FYQSFTTJPO JT TFBSDIFE JO UIF USFF CVU OPU GPVOE UIF NBKPSJUZ JG OPU BMM
UIF OPEFT PG UIF USFF OFFE UP CF TFBSDIFE� य़F JOTFSUJPOT PO UIF PUIFS IBOE EPOU
OFFE UP TFBSDI UIF XIPMF USFF UP OE UIF QPTJUJPO XIFSF UIF FYQSFTTJPO IBT UP CF JO�
TFSUFE�



��

0O UIF PUIFS IBOE MPPLJOH BU UIF QMPU PG UIF TVCTUJUVUJPO USFFT POMZ UIF GBJMFE BOE
TVDDFTTGVM TFBSDIFT DBO CF PCTFSWFE� य़JT JT EVF UP UIF GBDU UIBU UIF VQEBUF PQFSBUJPOT
EPOU OFFE UP TFBSDI NBOZ OPEFT JO UIF TVCTUJUVUJPO USFFT XIFSFBT UIF SFUSJFWBM PQ�
FSBUJPOT SFBDI VOUJM ��� OPEFT� 'SPN UIJT HVSF JU DBO CF DPODMVEFE UIBU UIF SFUSJFWBM
PQFSBUJPOT JO TVCTUJUVUJPO USFFT SFRVJSF B MPHBSJUINJD UJNF�
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'JHVSF �� 3FTVMUT � (31������8BME

'JHVSF � QSFTFOUT UIF SFTVMUT PG SVOOJOH UIF CFODINBSL (31������8BME PO JO�
TUBODF USJFT BOE TVCTUJUVUJPO USFFT� *U DBO CF PCTFSWFE UIBU UIF JOTFSUJPOT BOE GBJMFE
TFBSDIFT IBWF B WFSZ TJNJMBS SVOUJNF PO UIF JOTUBODF USJFT UIBO PO UIF TVCTUJUVUJPO
USFFT XIFSFBT UIF TVDDFTTGVM TFBSDIFT BOE FTQFDJBMMZ UIF EFMFUJPOT SVO NVDI TMPXFS
PO TVCTUJUVUJPO USFFT� य़JT JOEJDBUFT UIBU GVSUIFS XPSL OFFET UP CF EPOF UP CF BCMF UP
JEFOUJGZ UIF FYDFQUJPO JO UIF EFMFUJOH PQFSBUJPOT�

'JHVSF �� TIPXT UIF QMPU PG SVOOJOH UIF CFODINBSL (31������8BME PO JOTUBODF
USJFT VQ BOE TVCTUJUVUJPO USFFT EPXO� य़F QPJOUT MBCFMFE JO HSFFO BSF UIF GBJMFE TFBSDIFT
UIF QVSQMF POFT BSF TVDDFTTGVM TFBSDIFT UIF CSPXO POFT BSF JOTFSUJPOT BOE UIF QJOL
POFT JOEJDBUF EFMFUJPOT� " TJNJMBS QB॒FSO DBO CF BHBJO PCTFSWFE BT JO UIF MBTU FYBNQMF�

'JHVSF �� XBT QSPEVDFE CZ SVOOJOH UIF CFODINBSL -"5������8BME PO JOTUBODF
USJFT BOE TVCTUJUVUJPO USFFT� 8F DBO ESBX UIF GPMMPXJOH DPODMVTJPOT� 'JSTU UIF JO�
TFSUJPOT OFFE B CJU NPSF UJNF PO JOTUBODF USJFT UIBO PO TVCTUJUVUJPO USFFT XIFSFBT
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 4VCTUJUVUJPO 5SFFT � (31������8BME

'JHVSF ��� (31������8BME � 1MPUT

UIF EFMFUJPOT SVO TMPXFS PO TVCTUJUVUJPO USFFT UIBO PO JOTUBODF USJFT� य़F OVNCFST
BSF WFSZ DMPTF� य़F VQEBUF PQFSBUJPOT SVO TJHOJDBOUMZ TMPXFS PO JOTUBODF USJFT� *U
JT PCWJPVT UIBU UIF QFSGPSNBODF PG JOTUBODF USJFT EFQFOET HSFBUMZ PO UIF VOJDBUJPO
BMHPSJUIN VTFE�

'JHVSF �� QSFTFOUT UIF QMPU PG SVOOJOH UIF CFODINBSL -"5������8BME PO JOTUBODF
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	B
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USJFT VQ BOE TVCTUJUVUJPO USFFT EPXO� य़F QPJOUT MBCFMFE JO HSFFO BSF UIF GBJMFE TFBSDIFT
UIF QVSQMF POFT BSF TVDDFTTGVM TFBSDIFT UIF CSPXO POFT BSF JOTFSUJPOT BOE UIF QJOL
POFT JOEJDBUF EFMFUJPOT� *U DBO CF PCTFSWFE UIBU UIF QPJOUT QSFTFOUJOH VQEBUF PQFSB�
UJPOT BSF QPTJUJPOFE BMNPTU BU UIF TBNF QMBDF BU CPUI QMPUT� 3FUSJFWBM PQFSBUJPOT IBWF
BHBJO B MPHBSJUINJD HSPXUI PO JOTUBODF USJFT CVU B EJFSFOU QB॒FSO PO TVCTUJUVUJPO
USFFT�
य़F SFBTPO XIZ PO UIJT DIBSU PG UIF TVCTUJUVUJPO USFFT XF DBO PCTFSWF VQEBUF BOE SF�
USJFWBM PQFSBUJPOT BOE JO UIF PUIFS POFT OPU JT CFDBVTF JO UIJT FYBNQMF UIF SFUSJFWBM
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 4VCTUJUVUJPO 5SFFT � -"5������8BME

'JHVSF ��� -"5������8BME � 1MPUT

PQFSBUJPOT TFBSDI VOUJM �� OPEFT PG UIF USFF KVTU MJLF UIF VQEBUF PQFSBUJPOT�
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'JHVSF ��� 3FTVMUT � 3/(������8BME

य़F DIBSU TIPXO JO 'JHVSF �� XBT QSPEVDFE CZ SVOOJOH UIF CFODINBSL 3/(����
��8BME PO JOTUBODF USJFT BOE TVCTUJUVUJPO USFFT� य़F JOUFSFTUJOH PCTFSWBUJPO JT UIBU
UIF TVDDFTTGVM TFBSDIFT JO UIJT FYBNQMF OFFE GBS MFTT UJNF PO JOTUBODF USJFT UIBO PO
TVCTUJUVUJPO USFFT� य़F EFMFUJPOT OFFE BQQSPYJNBUFMZ UIF TBNF UJNF BOE JOTFSUJPOT BOE
GBJMFE TFBSDIFT SVO TMPXFS PO JOTUBODF USJFT� य़JT JT BMTP B WFSZ QPTJUJWF SFTVMU GPS UIF
JOTUBODF USJFT BT XJUI B CJU IJHIFS BWFSBHF UJNF QFS JOTFSUJOH PQFSBUJPO JOTUBODF USJFT
QSPWJEF NVDI GBTUFS TFBSDI SFTVMUT� 'VSUIFSNPSF CZ VTJOH JOTUBODF USJFT UIF SFTVMUT
BSF NPSF QSFEJDUBCMF XIJMF UIF USFFT BSF BMTP TNBMMFS XJUI GFXFS OPEFT�

'JHVSF �� QSFTFOUT UIF QMPU PG SVOOJOH UIF CFODINBSL 3/(������8BME PO JOTUBODF
USJFT VQ BOE TVCTUJUVUJPO USFFT EPXO� य़F QPJOUT MBCFMFE JO HSFFO BSF UIF GBJMFE TFBSDIFT
UIF QVSQMF POFT BSF TVDDFTTGVM TFBSDIFT UIF CSPXO POFT JOTFSUJPOT BOE UIF QJOL POFT
JOEJDBUF EFMFUJPOT� *U DBO CF PCTFSWFE UIBU PO UIF VQQFS QMPU PG UIF JOTUBODF USJFT UIF
QPJOUT QSFTFOUJOH UIF TVDDFTTGVM TFBSDIFT BSF QMBDFT NBJOMZ BU UIF CP॒PN QBSU PG UIF
DIBSU� य़JT JT CFDBVTF BT NFOUJPOFE CFGPSF JO UIJT FYBNQMF UIF TVDDFTTGVM TFBSDIFT PO
JOTUBODF USJFT OFFE TJHOJDBOUMZ MFTT UJNF BOE TFBSDI GFXFS OPEFT UIBO PO TVCTUJUVUJPO
USFFT� 0O UIF TVCTUJUVUJPO USFFT PO UIF PUIFS IBOE XF DBO PCTFSWF UIF TBNF HSPXUI
BT JO UIF STU FYBNQMF�

� $PODMVTJPO

'SPN UIF FYBNQMFT NFOUJPOFE CFGPSF BOE JO HFOFSBM BॏFS SVOOJOH TFWFSBM CFODINBSLT
PO CPUI JOTUBODF USJFT BOE TVCTUJUVUJPO USFFT GPMMPXJOH DPODMVTJPOT DBO CF ESBXO�
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'JHVSF ��� -"5������8BME � 1MPUT

*OTFSUJPOT BOE TVDDFTTGVM TFBSDI PQFSBUJPOT TFFN UP SFRVJSF MPHBSJUINJD UJNF UP SVO PO
JOTUBODF USJFT� य़F TBNF DBO CF PCTFSWFE GPS UIF TVCTUJUVUJPO USFFT CVU GPS UIF SFUSJFWBM
PQFSBUJPOT OPU JOTFSUJPOT�
'VSUIFSNPSF JOTFSUJOH PQFSBUJPOT PO JOTUBODF USJFT BSF VTVBMMZ TMPXFS UIBO JOTFSUJOH
PQFSBUJPOT PO TVCTUJUVUJPO USFFT� य़JT XBT FYQFDUFE BT JOTUBODF USJFT SFMZ VQPO VOJ�
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DBUJPO� XPSL UP TQFFE VQ UIF VOJDBUJPO BMHPSJUIN VTFE JT POHPJOH�
.PSFPWFS B WFSZ JNQPSUBOU GFBUVSF PG JOTUBODF USJFT JT UIBU FWFSZ OPEF JT JOTFSUFE BU
B DFSUBJO QPTJUJPO JO UIF JOEFY� &WFSZ DIJME OPEF JT BO JOTUBODF PG JUT QBSFOU OPEF BOE
JT QMBDFE JO UIF USJF CBTFE PO UIF WBSJBCMFT BOE DPOTUBOUT UIBU UIF FYQSFTTJPO JO UIF
OPEF DPOUBJOT� य़JT NBLFT UIF JOTFSUJOH PQFSBUJPOT TMPXFS BT UIF FYBDU QPTJUJPO GPS
FWFSZ FYQSFTTJPO TIPVME CF MPDBUFE JO UIF USJF� 0O UIF PUIFS IBOE EVF UP UIJT PSEFSJOH
JOTUBODF USJFT QSPWJEF GBTUFS SFUSJFWBM PG FYQSFTTJPOT� %FTDSJCFE JO NPSF EFUBJM UIF
UFSN JOEFYJOH EBUB TUSVDUVSFT XFSF EFWFMPQFE UP QSPWJEF FBTJFS BOE GBTUFS SFUSJFWBM PG
FYQSFTTJPOT� "U UIJT QPJOU UIFSF JT OP OFFE UP TFBSDI B XIPMF MJTU GPS FYBNQMF UP SF�
USJFWF BO FYQSFTTJPO� *OTUBODF USJFT XFSF CVJMU UP FOIBODF FWFO NPSF UIF QFSGPSNBODF
PG SFUSJFWBM PQFSBUJPOT CVU SFRVJSF B TMJHIUMZ IJHIFS JOTFSUJPO UJNF� *O QBSUJDVMBS UIFZ
PFS QSFEJDUBCJMJUZ BOE UIFSFGPSF B ۡTBDSJDFۡ OFFET UP CF NBEF JO BWFSBHF VQEBUF PQ�
FSBUJPO UJNF� य़JT JT B QPTJUJWF DIBSBDUFSJTUJD PG JOTUBODF USJFT BT UIFSF JT NBKPS OFFE
GPS GBTUFS SFUSJFWBMT JO UFSN JOEFYJOH EBUB TUSVDUVSFT UIBO GPS GBTUFS VQEBUF PQFSBUJPOT�
3FUSJFWBM PQFSBUJPOT PO JOTUBODF USJFT BSF DPNQFUJUJWF XJUI UIF POFT PO TVCTUJUVUJPO
USFFT EFTQJUF VTJOH BO VOPQUJNJTFE VOJDBUJPO BMHPSJUIN 	3PCJOTPO ����
 BOE SFMZJOH
PO FYQSFTTJPOT OPU TVCTUJUVUJPOT BT UIF DPSF EBUB TUSVDUVSF� *OTUBODF USJFT XJUI UIJT
VOJDBUJPO BMHPSJUIN DBO DPNQFUF TVCTUJUVUJPO USFFT XIJDI JO WBSJPVT FYQFSJNFOUT
QSFTFOU MPX BWFSBHF SFUSJFWBM UJNF� य़JT PVUDPNF JT QPTJUJWF GPS UIF OFX UFSN JOEFY�
JOH EBUB TUSVDUVSF BT UIF JNQSPWFNFOU PG UIF VOJDBUJPO BMHPSJUIN VTFE JT FYQFDUFE
UP MFBE JO FOIBODFNFOU PG QFSGPSNBODF BOE FWFO CF॒FS SFTVMUT�
"DDPSEJOH UP UIF DPOEVDUFE SFTVMUT TVCTUJUVUJPO USFFT TPNFUJNFT PVUQFSGPSN JOTUBODF
USJFT� )PXFWFS BT NFOUJPOFE BMSFBEZ JOTUBODF USJFT TUJMM SFMZ PO FYQSFTTJPOT BOE OPU
TVCTUJUVUJPOT BT UIFJS DPSF EBUB TUSVDUVSF BOE VTF BO FYQPOFOUJBM VOJDBUJPO BMHPSJUIN�
3VOUJNF EJFST HSFBUMZ CFUXFFO WBSJPVT UIFPSFN QSPWFST� 8BMENFJTUFS SVOT GBTU GPS
CPUI JOTUBODF USJFT BOE TVCTUJUVUJPO USFFT 'JFTUB SVOT GBTU PO JOTUBODF USJFT BOE TMPXMZ
PO TVCTUJUVUJPO USFFT BOE 7BNQJSF SVOT TMPXMZ PO CPUI� 'PS UIJT QSPKFDU FYBNQMFT
XFSF EFSJWFE GSPN8BMENFJTUFS UIFPSFN QSPWFS� य़F CFODINBSLT DPOTJTUFE PG TNBMMFS
UFSNT UIBO UIF POFT JO 'JFTUB UIFPSFN QSPWFS� य़F UXP UFSN JOEFYJOH EBUB TUSVDUVSFT
IBWF CFFO UFTUFE XJUI CFODINBSLT GSPN UIF UIFPSFN QSPWFST 'JFTUB BOE 8BMENFJTUFS�
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� 'VUVSF XPSL BOE TVHHFTUJPOT

य़JT UIFTJT QSPNPUFE UIF PWFSBMM XPSL VOUJM B DFSUBJO QPJOU MFBEJOH UIF XBZ GPS GVSUIFS
JOWFTUJHBUJPO� *O UIJT TFDUJPO B GFX TVHHFTUJPOT GPS GVUVSF XPSL XJMM CF QSFTFOUFE�
'JSTUMZ NPSF UFTUT OFFE UP CF SVO PO CPUI JOTUBODF USJFT BOE TVCTUJUVUJPO USFFT UP HFU
NPSF SFTVMUT JO PSEFS UP ESBX SFMJBCMF DPODMVTJPOT� 'VSUIFSNPSF JOTUBODF USJFT OFFE
UP CF JNQMFNFOUFE OPU POMZ VTJOH FYQSFTTJPOT CVU BMTP TVCTUJUVUJPOT BT UIFJS DPSF EBUB
TUSVDUVSF� .PSFPWFS BQBSU GSPN UIF QFSGPSNBODF UIF NFNPSZ SFRVJSFNFOUT OFFE UP
CF NFBTVSFE BT XFMM XJUI SVOOJOH CFODINBSLT PO CPUI JOTUBODF USJFT BOE TVCTUJUVUJPO
USFFT� -BTUMZ BMUIPVHI UIF CFODINBSLT GSPN$0.1*5 QSPWJEF SFMJBCMF SFTVMUT JU XPVME
CF BEWJTBCMF UP SVO EJFSFOU CFODINBSLT XIFSF VQEBUF PQFSBUJPOT TFBSDI OPU POMZ GPS
HFOFSBMJTBUJPOT CVU GPS WBSJBOUT JOTUBODFT PS UFSNT UIBU VOJGZ XJUI UIF HJWFO UFSN�
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